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AVANT-PROFOS 


Il existe actuellement une classe assez vaste de problèmes appli- 
qués dont la solution la plus efficace est obtenue avec les abaques. 
Les abaques permettent de représenter sous une forme concise les 
fonctions de plusieurs variables et les tables à plusieurs entrées, ils 
donnent la solution de certaines équations transcendantes renfermant 
des paramètres variables ainsi que des systèmes de telles équations. 
La précision fournie est largement suffisante pour de nombreux 
problèmes. Dans le cas échéant les abaques peuvent être utilisés 
pour des calculs d’estimation. Les abaques ont par ailleurs l’avan- 
tage d’être peu onéreux, accessibles, d’un emploi simple, suggestifs 
et opérants. Les recherches entreprises pour la mise en place d'une 
maintenance mathématique pour le tracé automatique et le calcul 
des abaques avec des calculatrices rendront ces derniers encore plus 
accessibles. | | 

Les abaques ne sont pas utilisés uniquement pour les calculs, ils 
permettent également d'étudier les relations fonctionnelles qui ont 
servi à les construire : par exemple de mettre en évidence l'influence 
de certains paramètres sur d’autres, de déterminer les extrémums et 
parfois même de découvrir de nouvelles propriétés. Ceci en fait un 
précieux outil dans la recherche. 

Le présent ouvrage se propose d'’initier le lecteur aux méthodes 
de la nomographie moderne et à ses possibilités. Il expose systéma- 
tiquement et dans une forme accessible des méthodes de construction 
des abaques qui ont déjà fait leurs preuves de même que des méthodes 
nouvelles. 

L'exposé est conçu dans un esprit nouveau qui utilise un champ 
binaire commun (réseau curviligne) pour le tracé des graphes des 
fonctions, les abaques à points alignés à champs binaires, l'échelle 
accolée, l’abaque à entrecroisement et diverses transformations d’aba- 
ques élémentaires et composés en abaques plus commodes à l'étude. 

La plus grande attention a été attachée à la méthode de construc- 
tion des abaques à points alignés, des abaques adaptés à points équi- 
distants et au compas, des abaques barycentriques, de même qu'aux 
abaques composés des types cités. L’abaque général à transparent et 
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ses cas particuliers font l’objet du chapitre 13. Le chapitre 14 traite 
des liens de la nomographie avec les calculatrices ainsi que des der- 
niers résultats obtenus. 

Cet ouvrage s’adresse au public le plus large : chercheurs, program- 
meurs, ingénieurs, économistes, professeurs et élèves des instituts 
techniques, etc. 

L'auteur tient à exprimer sa gratitude à 1. Dénissiouk, E. Silaé- 
va, ainsi qu'à S. Borissov, S. Goussev, Z. Dzémianko, T. Kouzné- 
isova, D. Laptéva, G. Lipkina pour leurs conseils précieux et leur 
apport à l'édition de cet ouvrage. 

G. KNOVANSKT 


INTRODUCTION 


La nomographie est la branche des mathématiques qui a pour 
objet la théorie et les méthodes de construction de graphiques cotés 
particuliers appelés nomogrammes ou abaques, qui permettent de 
résoudre des équations ou systèmes d'équations. 

La nomographie (du grec nomos, loi, et graphein, écrire) veut dire 
représentation graphique d’une loi. Ce terme a été adopté par le 
Congrès international de mathématiques qui s’est tenu à Paris en 
1890. 

Tout abaque est constitué d'éléments simples : échelles, champs 
binaires, familles de lignes, lignes et points. On rencontre les échelles 
sur les doubles-décimètres, les thermomètres, dans divers appareils 
de physique. Un exemple type de champ binaire est le réseau de pa- 
rallèles et de méridiens des cartes de géographie. 

Le mode d'emploi d’un abaque est le suivant. Sur les échelles, 
champs ou familles de lignes on repère les points ou les lignes donnés. 
Ensuite on effectue les opérations géométriques simples indiquées 
dans le mode d'emploi pour déterminer un ou plusieurs points sur 
les échelles, champs ou familles de lignes, qui constituent la ou les 
solutions du problème étudié. 

Les abaques qui donnent la ou les solutions par une seule opéra- 
tion géométrique sont dits simples. Les abaques constitués de plu- 
sieurs abaques du même type ou de type différent sont dits compo- 
sés. Considérons des exemples d’abaques simples. 


Exemple 1. La figure 1 représente l’abaque de l'équation en w 
uw + v (e” — 1) — we’ = 0, 


que l’on rencontre en hydraulique des eaux souterraines. L’abaque 
est”’composé des échelles u, v et w. Pour résoudre cette équation il 
faut appliquer une règle sur les points donnés des échelles w et v 
et lire la réponse à l’intersection de la règlefavec l’échelle w. Le 
pointillé représente la solution) de cette équation pour u = 2,5; 
v = 9,5. La réponse est w — 3,65. Ce qui saute immédiatement aux 
yeux c’est, d’un côté, la complexité de l'équation et, en regard, la 
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0 0 
Fig. 1. Abaque pour l'équation uw + & (e® -— 1) — wew = 0 


simplicité de l’abaque et de son emploi. La méthode de construction 
de cet abaque est exposée au $ G.3. 


Exemple 2. L’abaque de la figure 2 est celui de l'équation 
In (w— t) 
ÙU ——— 


U— 1 _— 
1 Be = 


INTRODUCTION (4) 


dont on se sert pour calculer la température des tours de réfrigéra- 
tion à ventilation et contre-courant. Ici { est l’inconnue; u, v et w 
des paramètres variables. L’abaque est composé des échelles x et 
v et'du champ binaire (w, t). On voit sur la clef que la réponses’obtient 


In (w—t) 
. w—i—i 


Fig. 2. Abaque pour l'équation 1u-1= 


par une seule application de la règle. La ligne en pointillé donne la 
solution { — 0,1 qui correspond à u — 0,75; v = 7; w — 10. La 
méthode de construction de l’abaque est donnée au $ 6.11. 


Exemple 3. La figure 3 représente ‘abaque de l'équation en ner 


GO? _,, (1 + minor) cr 
9,81 1 + 2mMer 


où «, b, met Q sont des paramètres donnés. L’abaque est composé 
des trois champs binaires (a, b), (m, Q) et (m, ncr). La solution 
s'obtient par une seule ouverture de compas. L’abaque représente 
la solution ner — 0,3 qui correspond au cas & — 1,1; b — 3m: m — 
= 2; Q — 10 m/s. La méthode de construction figure au $ 9.7. 
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Les abaques étaient utilisés dès les moyens âges sous forme d’ap- 
parcils nomographiques. En 1884, Ocagne appliqua le principe de 
dualité à la construction d’abaques à points alignés [1]. I] jeta les 
fondements de la nomagraphie dans des travaux ultérieurs [2, 3, 4]. 
En 1906, N. Guersévanov proposa des abaques à points équidistants 
[5]. En 1912, Gronwal établit les conditions de représentabilité d’une 
équation à trois variables par un abaque rectiligne à entrecroisement 


50 Û 5 


CL CR RES | LE 57 RTL SRRT RER) DRE PIE; 4 
ri LES, | CNE m7 


RD; SET 
QT à HmSnes 
ER SRE 7 LÉ L? 
D EN LL LL Le 


ERP 


7 


, (L- mine,)n8. 


)2 
Fig, 3. Abaque pour l'équation es = 12m 
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[6]. En 1921, Soreau publia ses recherches fondamentales sur la 
nomographie [7|. Margoulis publia ses travaux sur les abaques à trans- 
parent entre 1922 et 1931 [8, 9, 10]. En 1951, les Espagnols Lopez 
Nieto et Urselaj proposèrent des abaques barycentriques et rhom- 
boidaux {[11, 12, 13]. 

L'évolution de la nomographie soviétique se rattache à N. Guer- 
sévauov, P. Melentiev, 1. Denissiouk, N. Glagolev, À. Glagolev, 
M. Pentkovski, B. Nevski, I. Vilner et autres [14 à 25]. A l'heure 
actuelle c’est le département de nomographie du Centre de calcul de 
l’Académie des Sciences de l'U.R.S.S. qui est chargé de mettre au 
point de nouvelles méthodes de nomographie et de construction d’aba- 
ques industriels [26 à 43]. Sous son égide sont tenus des séminaires 
permanents. 

Des conférences de nomographie ont été organisées en Tchécosio- 
vaquie en 4959 (44, 45], en 1964 [46] et en 1970 [47]. En U.R.SS. 
la première conférence interuniversitaire de nomographie s’est tenue 
en 1965 [48]. 

On trouvera une bibliographie des travaux de nomographie dans 
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CHAPITRE PREMIER 


ÉLÉMENTS DES ABAQUES 


$ 1.1. Echelle 


Les notions fondamentales de nomographie sont les notions de 
point coté, d'échelle et de champ binaire. 

Un point coté est un point auquel on a affecté une ou plusieurs co- 
tes numériques. 

Une échelle est un ensemble de points cotés dépendant d’uu seul 
paramètre. Désignons ce paramètre par &. L'équation de l'échelle a, 
dans un système de coordonnées rectangulaires, s'écrit : 


z = f (œ), EE (œ)} (1.1) 


où f (æ) el g (œ) sont des fonctions données du paramètre @. 

Dans la suite, lorsqu'on se servira d’un système de coordonnées 
rectangulaires, on prendra À mm pour unité sur les deux axes. Par 
x et y, selon le contexte on cntendra soit des segments, soit les nom- 
bres qui les expriment. 

Supposons que dans les équations (1.1) le paramètre & est égal 
à &). Les coordonnées du point correspondant à cette valeur de « 
sont données par les formules 


Lo = (Go) Yo — 8 (Go). 


Le point de coordonnées x,, y, est de cote &, (fig. 4). 

Donnons maintenant au paramètre à des valeurs @; œ,...,@n 
équidistantes (i.e. des valeurs choisies avec le même pas), calculons 
les valeurs correspondantes des coordonnées et construisons les points 
cotés y, %o,..., @n. En les reliant par une ligne continue on obtient 
l'échelle & (fig. 5). Cette ligne s'appelle support de l'échelle. On peut 
former son équation en excluant le paramètre « des équations (1.1). 
Le sens de l'échelle est le sens de croissance de ses cotes. 

Il va sans dire qu'il est imatériellement impossible de graduer 
chaque point. Sur le support de l'échelle on n’inscrit que les points 
de cote ronde à l’aide de traits appelés traits support. Les points 
intermédiaires sont marqués par des traits moins allongés. Pour 
faciliter la lecture on tracera des traits de longueur 2 mm; 3,5 mm 
et 5 mm. Les traits non cotés sont dits muets. On établit la cote d’un 
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trait muet par une interpolation sur les cotes rondes encadrant ce 
trait. L'ensemble des traits cotés et des traits muets forme la gra- 
duation de l'échelle. 

Si l’on a à tracer des traits de longueur différente, on a intérêt 
à se servir d'un ruban de papier portant des droites parallèles distan- 


ÿ 
4 
Ua 
To 
a ——————————7- 
0 es - 
Fig. 4. Point de cote & l'ig. 5. Schéma de l'échelle & 


tes de 2, 3,5 et 5 mm du bord (fig. 6). Ce ruban permet de tirer sans 
peine des traits de longueur différente sur le support de l’échelle. 

On appelle échelon la différence de deux cotes rondes successives. 

L’échelle se distingue par le fait qu’elle est partagée en un nombre 
peu élevé de sections dans les limites desquelles les échelons ont la 
même valeur. Les traits li- 
mitant ces sections doivent 
toujours être cotés. 

Les échelons sont des 
multiples de 1, 2 ou 5. Dans 
la pratique le minimum 
d'intervalle graphique doit 
être compris entre À et 5 mm. 
Fig. 6. Bande de papier à parallèles pour La meilleure solution est de 

l'inscription des traits prendre une longueur de 2 
à 3 mm, moyennant quoi 
l’interpolation à vue se réalise aisément. 

La graduation de l’échelle se fait en deux étapes. D'abord on se 
donne quelques valeurs de «, on calcule les coordonnées des points 
correspondants au moyen des équations (1.1) et on met en place 
l’esquisse de l’échelle. Ensuite d’après l’esquisse on juge du nombre 
nécessaire de points dont les coordonnées sont à déterminer. 

Lorsqu'on travaille avec une échelle toute prête, on a deux pro- 
blèmes à résoudre : le problème direct et le problème inverse. 

Le problème direct consiste à positionner sur l’échelle un point 
d'après sa cote. Trois cas sont à distinguer: 1) le point figure avec 


à 
à 
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sa cote sur l'échelle, 2) le point figure sans sa cote sur l'échelle, 
3) le point n'est pas figuré sur l'échelle. 

Dans les deux premiers cas le problème se résout immédiatement, 
puisque le point cherché est marqué d’un trait. Dans le troisième 
cas, on cherche sur l'échelle deux traits encadrant le point donné 
que l’on positionne ensuite par une interpolation à vue. 

Le problème inverse consiste à trouver La cote d’un point de l’échelle. 
Trois cas sont encore à distinguer : 1) le point coïncide avec un trait 
coté, 2) le point coïncide avec un trait muet, 3) le point est compris 
entre deux traits. Dans le dernier cas on détermine la cote du point 
par une interpolation à vue sur les cotes des traits extrêmes. 

La graduation de l'échelle doit être telle qu’elle facilite au maxi- 
mum la résolution des problèmes direct et inverse. Les abaques des 
figures À et 2 donnent un exemple d’échelles correctement graduées. 


$ 1.2. Champ binaire 


On appelle champ binaire un ensemble de points cotés dépendant 
de deux paramètres. Désignons les paramètres de cet ensemble par 
x et $. Dans un système de coordonnées rectangulaires xOy les 
équations du champ binaire s’écrivent alors 


me CA 6), y=$£ (œ, B). (1.2) 


On suppose que les fonctions f et g sont telles que dans le domaine 
donné de variation des variables, à tout couple de valeurs de «& et f 
est associé un couple de valeurs de x et y et un seul. 

En donnant aux variables & et $ des valeurs quelconques «, et 
Br, on détermine à l’aide des formules (1.2) les coordonnées x, 
et y, du point correspondant du champ. En construisant ce point et 
en le graduant «&,; et B,, on obtient un point coté du champ. Les 
autres points se construisent de façon analogue. 

Le champ binaire (œ, 5) se présente pratiquement sous la forme 
d'un réseau constitué d'une famille de lignes & et d’une famille de 
lignes $. Tout point du champ binaire est l'intersection de lignes 
a et B de cotes données. Les hypothèses faites sur les propriétés des 
fonctions f et g entraînent ‘que: {) la famille de lignes & n’est pas 
crunodale, 2) la famille de lignes $ ne l’est pas non plus, 3) toute 
ligne & coupe toute ligne B en un point et un seul. 

Le champ binaire peut être considéré comme une généralisation 
de l'échelle. Si l’on pose 8 = $, dans les équations du champ binaire 
(1.2), on obtient les équations de l'échelle &« pour B donné, savoir 


T= f(x, Bo), y = g(x, Bo). 


Construisons (cf. fig. 7) l'échelle « pour les valeurs 8,, B,, ..., B, 
de 8. Joignons ensuite les points de l’échelle &« de même cote par une 
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ligne que l’on affectera de cette cote. On obtient ainsi le champ bi- 
naire (æœ, f) (cf. fig. 8) composé des familles de lignes cotées «& et fi. 

Le champ binaire se construit comme une échelle. La distance 
entre des lignes voisines est légèrement plus grande qu'entre des 
traits voisins d’une échelle, plus exactement de 2 à 10 mm. Les 
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Fig. 7. Schéma d’échelles à tra- Fig. 8. Schéma du champ 
cées pour des valeurs fixes de binaire (œ, f) 


lignes correspondant aux cotes inscrites sont plus grasses. Les aba- 
ques des figures 2 et 3 nous donnent un exemple de champ binaire 
correctement tracé. 

Pour construire le champ binaire (&, f) on choisit des valeurs 
support di, %, - - -,%n de & et des valeurs support f,, f:,..., B, de $. 
Ensuite en se servant des équations (1.2) on dresse les tableaux 1 et 
2 de valeurs de x et y. 

Les tableaux 1 et 2 nous permettent de construire des points du 
champ binaire que l’on joint par des lignes. 


Tableau 1 Tableau 2 


Be |... | Ba 


valeurs de x valeurs de y 


En éliminant alternativement les variables $ et « entre les équa- 
tions (1.2), on obtient les équations des familles de lignes « et f: 


F, (a, x, y) = 0, (1.3) 
Fa (B, x, y) = 0. (1.4) 
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On peut également construire le champ binaire en se servant des 
équations (1.3) et (1.4). Pour cela on se donne une série de valeurs 
de æ, on détermine à partir de l'équation (1.3) les valeurs de x et. 
y qui se correspondent pour ces & et on construit la famille de lignes 
a. On trace de façon analogue la famille de lignes $ à l’aide de l’équa- 
tion (1.4). 

Lorsqu'on construit un champ binaire, on a parfois intérêt à se 
servir des équations de familles de courbes, a fortiori si celles-ci 
sont de forme simple, par exemple des équations d’une famille de 
droites. 

_ On a commencé à solliciter les calculateurs pour le calcul et la 
construction des échelles ct des champs binaires d’abaques (cf. $ 14.6). 


$ 1.3. Echelles rectilignes 


On appelle échelle rectiligne une échelle dont le support est une 
droite. On supposera que le support de l'échelle rectiligne &«’coïncide 
avec l'axe des abscisses. L’équation de l'échelle & s'écrit 


x = J(a). 

L’échelle & définie par cette équation s’appellei écLelle fonctionnelle 
contrairement à l'échelle métrique ou régulière ou arithmétique où 
D @x. 

Une échelle fonctionnelle est logarithmique si f (&) — log à, 


quadratique si f (&) — «?, des puissances si f (x) = &", où n est'une 
constante. 


Dans les abaques, on rencontre assez souvent l'échelle de la fonc- 
tion homographique 


j _raa + b 
fi(@) _ ca d 3 
où a, b, cet d sont des constantes. Cette échelle porte également le 
nom d'échelle projective car elle peut être obtenue par la projection 
d'une échelle métrique rectiligne sur une droite à partir d’un point. 
L'équation de l’échelle rectiligne & se présente ordinairement sous 
la forme! 
z = mf (&), 


où m est un paramètre appelé module de l'échelle. Lorsque f (x) — 0, 
l'abscisse x — 0. Lorsque f («) — 1, l’abscisse x — m. Il s'ensuit 
que le module de l’échelle est un segment mesuré en mm, correspon- 
dant à la variation de la fonction dans l'unité. 


Supposons que la fonction f (&) est strictement monotone crois- 
sante et que 


(0 AURAS F 2-0 9 
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Désignons par ZL la longueur de l'échelle &«, comprise entre les points 
cotés &, et &. [l vient; 
| LE Lo — Li; 
où 
Ti — Mf (Gi) Ta — M (2). 
En portant les expressions de x, et x, dans celle de ZL, on obtient 


L'= mlf(œs) — f (m)l. 


De là on tire le module " tel que l’échelle «& soit de longueur L entre 
a et &æ. On a 


TS 
 f(m)—f(œ) 


$ 1.4 Réseaux fonctionnels rectilignes 


Les réseaux fonctionnels sont une autre dénomination des champs 
binaires. Introduisons les modules m et n dans l’équation du champ 
binaire :(1.2). Ces équations s’écrivent alors 


z = mf(x, f), y = ng (x, À) 


On a parfois intérêt à préparer à l’avance et à imprimer des réseaux 
fonctionnels correspondant à diverses fonctions f et g et à diverses 
valeurs des modules m et nr. C'est d’ailleurs ce que l’on fait depuis 
longtemps. Les réseaux fonctionnels ainsi imprimés portent parfois 
le nom de papier fonctionnel. 

Les réseaux les plus courants sont définis par les équations 


z = mf(a), y = ng (B). 


Les réseaux métriques, logarithmiques et semi-logarithmiques sont le 
plus souvent mis en œuvre. Leurs équations s’écrivent respectivement 


x = MA, y = nf; 
z=mloga, y —=nlogé; 
= ma; y =nlogf. 


On trouve également dans le com ucrce [52] du papier logarithmi- 
que et semi-logarithmique pour diverses limites et divers modules, 
des réseaux triangulaires, du papier en coordonnées polaires, toute 
sorte de papier pour le contrôle de la qualité de la production, des 
canevas de probabilité, du papier sinusoïdal, des réseaux transfor- 
més par projection pour le choix des paramètres des formules empi- 
riques. 

: Il existe également en vente du papier logarithmique dont le 
module est de 100 mm sur les deux axes. Dans le papier semi-loga- 
rithmique le module de l’échelle logarithmique est aussi de 100 mu, 
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mais le module de l'échelle métrique peut être quelconque car celle- 
ci n’est pas graduée. La distance entre deux droites consécutives est 
{ mm, i.e. comme sur du papier millimétré ordinaire. 


$ 1.5, Echelle métrique 
L’équation de l'échelle métrique est 


ZT = M, (1.5) 
où m est le module de l'échelle. 

L’échelle métrique se caractérise par le fait que l’échelon y est 
constant: il est de { mm dans un double-décimètre. 

L'autre particularité de l’échelle métrique est qu'une même 
erreur géométrique Àx entraine en tout point de l'échelle une même 
erreur absolue Aa. En effet, de l'équation de l’échelle (1.5) il s’en- 
suit que 


Ax = mAÂa, 
d’où 


m ? 


ie. l'erreur absolue est proportionnelle à l'erreur géométrique et 
inversement proportionnelle au module de l'échelle. 


Exemple 4. Construisons l’échelle métrique & de module m — 
—439 mm, 0<a< li. 


0 (4 


0 
GI —— F, 


Fig. 9. Echelle métrique de module 43,2 mm entre 0et 1 
L'équation de l'échelle « s’écrit 
— 43,20. 
Dressons le tableau 3 des valeurs de x avec un pas de 0,1 pour «. 


Tableau 3 


œ 


() | 0,1 | 0,2 | os | va os | | 0,7 vs | 0,9 


TZ 


L | 4,3 | 8,6 243,2 


13,0 | 17,3 | 21,6 | 25,9 | 30,2 


34,6 | 38,9 


Traçons l'axe Ox (cf. fig. 9) et à partir du point © menons les 
segments 0; 4,3; 8,6; …; 43,2 mm. Inscrivons près des points d’abs- 
cisses 0 et 43,2 les cotes 0 et 1. 


2—049 
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$ 1.6. Méthodes simplifiées de construction 
d’échelles métriques 


Triangle d’échelles métriques. Si l’on veut tracer rapidement des 
échelles métriques de modules divers,.on a intérêt à se servir du 
triangle d'échelles métriques. Celui-ci se construit de la sorte. On 


Fig. 10. Triangle des échelles métriques 


prend une échelle métrique quelconque, par exemple de module 
100 mm entre 0 et 1 (cf. fig. 10) ; on choisit en dehors de cette échelle 
un point arbitraire que l’on joint aux points de l'échelle par des 
droites ; ensuite on trace des droites équidistantes de 5 mm, paral- 
lèles au support de l'échelle. Le triangle d’échelles métriques obtenu 
permet de construire sans peine une échelle métrique de 0 à {, avec 
un module quelconque compris entre 15 et 100 mm. 


Exemple 5. Construisons une échelle métrique de module m — 
—83 mm entre 0 et 1. 

Prenons une bande de papier et traçons deux traits distants de 
83 mm. Affectons la cote O0 au trait de gauche et la cote 1 à celui de 
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Fig. 11. Echelle métrique de modul: £3 mm entre 0 ct 1 
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Fig. 12. Trian- Fig. 13. Triangle d’échel- 


Fig. 14. Triangle d’'échelles métri- 
gle d’échelles les métriques pour la di- ques pour la division d’un interval- 
métriques pour vision d’un intervalle en le en dix parties égales 
la bissection cinq partics égales 


d’un intervalle 


0 0,5 Î 


Fig. 15. Construction d’une échelle métrique de module 135 mm entre 0 et t 
à l’aide d’une famille régulière de droites parallèles 
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droite. Appliquons cette bande sur le triangle d'échelles métriques 
de la figure 10 de telle sorte que son bord soit parallèle à la directrice, 
que le trait de gauche coïncide avec le rayon 0 et celui de droite avec 
le rayon 1. Marquons ensuite sur le bord du papier les points d’inter- 
section avec les autres rayons et construisons l’échelle (cf. fig. 11). 

Pour tracer des traits intermédiaires sur une échelle métrique on 
a souvent à diviser l'intervalle entre deux traits en deux, cinq ou dix 
parties. En vue d’effectuer cette opération, on a intérêt à utiliser 
les petits triangles d’échelles métriques à trois, six et onze rayons 
représentés sur les fig. 12, 13 et 14. 

Famille régulière de droites parallèles. Pour construire des échel- 
les métriques de modules différents, on peut se servir de familles de 
droites parallèles. À noter qu’on perd un peu en précision car le modu- 
le de l'échelle à construire est toujours supérieur à celui de la famil- 
le de droites parallèles. La figure 15 représente une telle famille, 
construite à l’aide d’une échelle métrique de module m — 100 mm, 
entre 0 et 1. 


Exemple 6. Construisons une échelle métrique de module m — 
—135 mm entre 0 et {. 

Marquons sur une bande de papier deux traits distants de 135 mm. 
Graduons 0 le trait de gauche et { celui de droite. Appliquons cette 
bande sur la famille de droites parallèles de telle sorte que le trait 
gauche vienne en coïncidence avec la droite cotée 0 et le trait de 
droite avec la droite cotée 1 (fig. 15). Marquons les points d’inter- 
section du bord de la bande avec les autres droites parallèles. 

Le papier millimétré et semi-logarithmique contient des famil- 
les régulières de droites parallèles toutes prêtes. 


$ 1.7. Echelle logarithmique 


Pour établir une échelle lozarithmique & on aura recours a son 
équation 
x = m log &, 
où m ost lo module de l'échelle. De cette équation il vient 
1) pour a — 1 log.æ = 0 et x = 0: 
2) pour & = 10 log « = 1 et x = m. 
De là il résulte que le module de l’échelle logarithmique « est 
la longueur de segment de l'échelle d’extrémités les points de cates 


1 et 10. 


Exemple 7. Construisons l'échelle logarithmique & de module 
m = 100 mm entre 4 et 10. 
L'équation de l'échelle & s'écrit 


xz = 100 log &. 
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Tableau 4 


à l’ai ithmes pour cal- 
Dressons le tableau 4 à l’aide de la table des logari 
lee les valeurs de log à pour & compris entre { et 10 de 1 en 1. 


C4 10 


Fig. 16. Construction d’une échelle logarithmique &« de module 1400 mm entre 
4 et 10 


Traçons la droite support de l'échelle. Choisissons l’origine ©, le 
sens positif étant celui indiqué par la flèche sur la figure 16. Au 
point © traçons un trait surmonté d'un rond et inscrivons la cote 1 


Fig. 17. Echelle logarithmique « de module 100 min entre 1 et 10 


(pour & = 1, x — 0). Ensuite à partir de O et dans le sens positif, 
portons, en vertu du tableau 4, les distances 30,1 ; 47,7; 60,2 mm 
eic., et marquons les points obtenus d’un trait. Cotons 5 et 10 les 
traits correspondant à ces valeurs de «. 

On construit de façon analogue des intervalles plus fins. De 1 
à 2 on peut tracer des traits de 0,1 en 0,1: de 2 à 5 de 0,2 en 0,2: 
de 5 à 10 ajouter des traits Correspondant aux valeurs 5,5: 6,5, 
etc. On obtient alors l'échelle de la figure 17. 

L'échelle logarithmique se distingue par une sorte de périodicité 
due au fait que la distance entre les points cotés &, et &«, dépend 
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uniquement du rapport de ces cotes. En cffct, la distance ZL de deux 
points cotés «&, et æ&, est donnée par la formule 


L = m log &«, — m log «,, 


Œ 
L= m log —, 
œ; 


Exemple 8. Sur l'échelle logarithmique, les distances entre les 
points de cotes 1 et 2; 2 et 4,5 et 10 ; 10 et 20 ; 20 et 40 ; 50 et 100 sont 
égales puisque le rapport des cotes est le même partout et égal à 2. 


a ", 107 102 1007 1004 10002 


— 
O— —. 
0 I ——2iû<— M —— m T 


Fig. 18. Schéma d’une échelle logarilhmique de module » entre a et 1000 a 


Considérons sur l’échelle logarithmique une suite de points cotés 
a, 10u, 100a, 1000a, etc. (fig. 18). Les distances de deux points con- 


0,01 0,1 | 10 100 


Fig. 19. Schéma d’une échelle logarithmique de module » entre 0,01 et 100 


sécutifs de cette suite sont égales entre elles et au module m de l'échel- 
le. En effet, la distance des points cotés & et 10 a est 

10a 
(4 


L= m log — m log 10 — m, 


la distance des points cotés 10 & el 100 a est 


L = m log Te — m log 10 — m, etc. 

Si maiutenant l’on considère un nombre b quelconque compris 
entre a et 10 a, et que l’on marque sur l’échelle les points cotés b, 
10 d et 109 b, on remarque que les distances entre les points cotés 
a el b, 10 a et 10 D, 100 a et 100 b seront égales pour la même 
raison. Il s'ensuit que l’échelle presentera la même graduation 
de a à 10 a, de 104 à 100 a, de 100 a à 1000 a, etc. C’est pré- 
cisément là que réside la « périodicité » de l'échelle logarithmique. 

En particulier, si l’on pose a = 0,01, on obtient l'échelle de la 
figure 19. La graduation de l'échelle est la même de 0,01 à 0,1: de 
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0,1 à 14; de 4 à 40, de 10 à 100. D'où il résulte qu'il suffit de con- 
naître la section d'échelle comprise entre 1 et 10 pour pouvoir cons- 
truire toute l'échelle. Cette circonstance est mise à profit dans la 
pratique. 


$ 1.8 Méthodes simplifiées de construction 
d’échelles logarithmiques 


Canevas logarithmiques. Pour construire des échelles logarithmi- 
ques on se sert communément de canevas logarithmiques préparés 
d'avance, i.e. d’échelles logarithmiques de 1 à 10 avec divers modu- 
les, tracées sur des rubans de papier. La figure 20 représente un 
canevas logarithmique de module 100 mm. Sa présentation facilite 
le transfert des divisions sur le support de l'échelle. 

Les règles à calcul peuvent également remplir le rôle de canevas 
logarithmiques. Dans les règles usuelles, les échelles ont des modules 
de 250, 125 et 250/3 mm. 

Il existe en vente du papier logarithmique de module 100 mm sur 
les deux axes. On pourra donc utiliser ce papier comme échelle loga- 
rithmique de module 100 mm. 

Triangle d'échelles logarithmiques. On se scrt très souvent du 
triangle d’échelles logarithmiques pour tracer rapidement des échelles 
logarithmiques de divers modules. Le principe de ce triangle est le 
suivant. Traçons une échelle logarithinique, pour fixer les idées, de 
module 100 mm de 4 à 10, choisissons en dehors d’elle un point que 
l’on joindra aux points de l’échelle et menons ensuite des parallèles 
au support de l’échelle tous les 5 mm. On obtient un triangle d’échel- 
les logarithmiques (fig. 21). On peut construire un tel triangle sur 
du papier logarithmique, en en assimilant la base à l'échelle tracée 
sur le papier. 


Exemple 9. Construisons l'échelle logarithmique &« de module 
90 nm de 0,1 à 10. 


L'équation de l'échelle a s'écrit 


x = 50 log a. 


Tableau 5 


Dressons le tableau 5 des valeurs de x pour les trois valeurs support 
de æ&:0,1; 1; 10. 
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Fig. 20. Canevas logarithmique de module 100 mm 


Naur/7 


Fig. 21. Triangle d'échelles logarithmiques 
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Traçons l'axe Ox (fig. 22). En face du point © traçons un trait. 
coiffé d’un rond et cotons-le 1. Menons deux traits coiffés d’un rond 
à 0 mm de part et d’autre du point ©. Affectons la cote 0,1 au trait 
de gauche et la cote 10 à celui de droite. 

Prenons une bande de papier et à l’aide du triangle d'échelles 
logarithmiques, construisons un canevas logarithmique de module 
50 mm. Pour cela portons sur le papier deux traits distants de 560 mm 
et affectons la cote 1 au trait de gauche et la cote 10 à celui de droite. 
Appliquons le ruban de papier sur le triangle d’échelles logarithmi- 
ques parallèlement à la directrice et de telle sorte que le point coté 1 
coïncide avec le rayon 1 et le point coté 10 avec Le rayon 10. Marquons. 
sur le bord du papier les points d’intersection avec les autres rayons. 
et construisons l'échelle. Onjobtient ainsi le canevas de la figure 23. 
Utilisons-le pour graduer l’échelle & de 0,1 à 1 et de 1 à 10. On obtient. 
l'échelle & de la figure 24. 

Famille logarithmique de droites parallèles. Pour construire rapi- 
dement des échelles logarithmiques de modules différents, on peut 
futiliser une famille logarithmique de droites parallèles. Une telle 

amille est représentée sur la figure 25 de 1 à 10 à l’aide d’une échelle 
logarithmique de module 100 mn. 

On trouve des familles logarithmiques de droites parallèles de: 
module 100 mm sur le papier logarithmique et semi-logarithmique. 


Exemple 10. Construisons l'échelle logarithmique « de module. 
m = 145 mm de 1 à 10, à l’aide d’une famille logarithmique de droi- 
tes parallèles. 

Traçons sur une bande de papier deux traits distants de 145 mm 
et appliquons cette bande sur une famille logarithmique de droites 
parallèles (cf. fig. 25) de telle sorte que le trait de gauche vienne en 
coïncidence avec la droite cotée 1 et celui de droite avec la droite 
cotée 10. Marquons ensuite sur ce papier les points d’intersection de 


son bord avec les autres droites parallèles et construisons l’é- 
chelle. 


Exemple 11. Construisons une échelle logarithmique «& de 2 
à 9, de module m = 173 mm, sur du papier logarithmique, en utili- 
sant une famille logarithmique de droites parallèles. 
Si l’on place l’origine de l'échelle logarithmique & au point coté œ 
l'équation de l'échelle « s'écrit 
zx = m (log à — 10g &;) 


En eïtet, pour « = «;,,onazx = 0. Dans notre casm — 173 mm œ — 
— 2. L'équation de l'échelle & est donc 


z = 173 (log « — log 2) 
Pour a = 2,;on obtient x = 0. Pour & —5, 
z = 173 (log 5 — log 2) — 173 log 2,5 — 173.0,398 = 68,9 mm. 
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Mig, 23, Canevas logarithmique de module 50 mm 


th 0,5 1 ) 10 


Î 


Fig. 25. Famille logarithmique de droites parallèles et sa construction à l’aide 
d’une échelle logarithmique de module 445 mm entre 4 et 10 
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Prenons une bande de papier et traçons deux traits distants de 
68,9 mm. Affectons la cote 2 au trait de gauche et la cote 5 au trait 
de droite. Cherchons les droites cotées 2 et 5 sur le papier logarithmi- 
que et appliquons sur elles le papier de telle sorte que le point coté 


4 
2 3 4 9 


Fig. 26. Echelle logarithmique de module 173 mm entre 2 et 5 construite à l’aide 
d'une famille logarithmique de droites parallèles 


2itombe sur la droite cotée 2 et le point coté 5 sur la droite cotée 5. 
Marquons ensuite sur le papier les traits intermédiaires à l’intersec- 
tion de son bord avec les autres droites parallèles. On obtient en 
définitive l'échelle & de la figure 26. 


$ 1.9. Erreur de calcul introduite par une échelle 
logarithmique 


L'échelle logarithmique « se distingue par le fait qu’en l’un 
quelconque de ses points, la quantité & est calculée avec une erreur 


Us & +4Àa 


Œ —AX Z 


Fig. 27. Schéma de l’apparition sur une échelle ilogarithmique & d’une erreur Aa 
LS Ÿ # # . 
due à l'erreur géométrique Ax 


relative constante. Soit donnée une échelle logarithmique «& (cf. 
fig. 27) d'équation 


x. = m log «&. 


Supposons qu’en se servant de cette échelle on commette une 
erreur géométrique constante Âx. Au lieu de la valeur exacte & on 
lira donc sur l'échelle la valeur approchée & + Aa. De l'équation 
de l’échelle « il résulte 


; mA 
Ax= (m log a) Ac == CUS 
d’où 
_ In 10 


ni 


Aa GAÂX, 
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ou 


En pour-cent l'erreur relative est donnée par la formule 
5a — 100 AT 
œ 


En y portant l'expression de Aa on obtient 


A 
Sa — 29047 04, 
nm 


La lecture de cette formule montre que l’erreur relative est dé- 
finie, pour un module m donné, uniquement par l’erreur géométrique 
Ax et ne dépend pas de la position du point cherché sur l’échelle. 


Exemple 12. Déterminons l'erreur relative affectant une échelle 
logarithmique de module 250 mm avec une erreur géométrique de 
1{ mm. 


On a m — 250 mm, Az — 1 mm. Il vient 
230 à 
Ô = 550" 1 —0,92%, 
i.e. une erreur géométrique de 1 mm se traduit sur une échelle loga- 
rithmique de module 250 mm 
par une erreur relative d’en- 
viron 4%. 


ÿ 


$ 1.10, Echelle projective 


On appelle échelle projec- 
tive une échelle obtenue par 
la projection d’une échelle 
métrique (uniforme) à partir 
d’un centre P sur une droite 
(cf. fig. 28). Il est évident. 
y &  &; Z que parconstruction l’échel- 

ee 
Fig. 28. Schéma d'une échelle projective « le RÉVHIAUE et 1 échelle AE 
obtenue par projection d’une échell le métrique jective Œ auront à leur point 
œ& à partir d'un centre P sur l'axe Ox d'intersection la même cote 
que nous désignerons par 

Etablissons l'équation de l'échelle projective. Supposons que 
l'échelle métrique «& est donnée par les équations 


Tm — Au + B,, 
Um — A: + B;, 
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où À,, B,, A, et B, sont des constantes. Désignons par À et B les 
coordonnées du point ? et par x? et y, les coordonnées des points de 
l'échelle projective. L'échelle projective coïncidant avec l’axe Oz 
on à ÿp — 0. Par construction de l'échelle projective le point P, 


le point coté & de l'échelle métrique et le point coté & de l'échelle 
projective sont alignés, i.e. on a l'équation 


À B 
Tm Ym 1,—0 
xp Yo Î 


En portant dans cette équation la valeur y, — 0 et les expressions 
de Zm €t Ym et en résolvant l'équation obtenue par rapport à xp, il 
vient 

(AA —BA,;)a+AB,— BB 
= 4,40 +3, —B ; 
En remplaçant x, par x et en posant a = 44, — BA,, b = AB, — 


—=BB,,c—=A,et d = B, — B, on obtient l'équation de l'échelle pro- 
jective 


Tp 


__at+b 
dd (1.6) 


Le second membre est une fonction homographique. On supposera 
que 


ce d 


Pour c — 0 l'échelle projective se transforme en échelle métrique. 

Pour construire l'échelle projective définie par l'équation (1.6), 
on peut appliquer la méthode générale, i.e. dresser le tableau des 
valeurs de x dans les limites données de variation de æ&. Il existe 
cependant des méthodes plus économiques tirant parti des pro- 
priétés de l'échelle projective. Considérons deux d’entre elles. 

Première méthode. On remarque sur la figure 28 que le point P 
peut être obtenu comme l'intersection de deux rayons projectifs 
quelconques. Dans l'équation (1.6) de l'échelle projective «&, don- 
nons à la variable & trois valeurs quelconques par exemple «a, 
a, et «3, et calculons les valeurs correspondantes de l’abscisse x, 
soit Z;, To, Z3. Construisons ces trois points de l’échelle projective 
« en portant sur l’axe Ox les abscisses x,, x, et x; et affectons-les 
des cotes &;, à, et &3. Menons par le point coté &, une droite quelcon- 
que et construisons sur elle une échelle métrique de module conve- 
nable en la disposant de telle sorte que les points cotés «, se confon- 
dent sur les échelles projective et métrique. Menons des droites par 
les points cotés «à, et «; sur les échelles métrique et projective. 
Leur intersection donnera le point P. A partir de P, projetons l’échel- 
le métrique sur Ox et construisons l'échelle projective. 
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Û Ô 10 


Fig. 29. Exemple de construction d’une échelle projective, dont trois points 
sont connus, à l'aide d'une échelle métrique auxiliaire 


Fig. 30. Schéma de construction d’une échelle projective, dont trois points sont 
x Q L Q LA 0 û , . ° 
connus, à l’aide d'un faisceau régulier de droites et d’une feuille de papier 
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Exemple 13. Construisons l'échelle projective « d’équation 


_ 41 + 10 
2 03e 20 


de 0 à 10, de 1 en 1. | 
Supposons par exemple que &, = 0, &) = 2, à&3 = 10. On a 
me 0s mem = To 
Traçons l’axe Ox (fig. 29) et marquons les points de l'échelle pro- 
jective & de cotes 0 ; 2; 10 et de coordonnées x, = 4 mm;x, —29,7mm; 


xs = 76,4 mm. À partir du point coté 0 menons sous un angle con- 
venable une droite et construisons sur elle l'échelle métrique « 


K3 


Fig. 33, Construction des points d'une échelle fon Ctionnelle « de cotes &1, &+, 
D D 1: os D 


de 0 à 10 avec un module de 10 mm. Plaçons le point coté 0 au point 
de même cote de l’échelle projective &. Cherchons le point P d’inter- 
section des droites passant par les points des deux échelles cotés 2 
et 2, 10 et 10. À partir du point P projetons l'échelle métrique sur 
le support de l’échelle projective. Construisons l'échelle projective 
obtenue. 

Deuxième méthode. Cette méthode est une variante de la précé- 
dente. Traçons sur une feuille de papier (fig. 30) un faisceau de droi- 
tes équidistantes dans les limites de variation données de &. Mar- 
quons sur une bande de papier les points cotés «,, &, et «; de l’échel- 
le proijecfive. En faisant glisser cette bande sur le faisceau de droi- 
tes, on l’amène dans une position telle que le point &, tombe sur la 
droite &,, le point &, sur la droite &,, et le point &, sur la droite 3. 
Marquons ensuite les points d’intersection des autres droites avec 
le bord de la bande et construisons l'échelle. 


Exemple 14. Construisons par cette méthode l’échelle projective 
a dans le cas de l'exemple précédent. 

Menons un faisceau de droites équidistantes & de O à 10 (fig. 31). 
Traçons sur le bord d’un ruban de papier l’axe Ox et marquons, après 
avoir Calculé leurs coordonnées, les points de l'échelle projective de 
cotes &, = 0; «, —= 2 et «3 — 10 (fig. 32). Faisons glisser le papier 
de la figure 32 sur le faisceau de droites de la figure 31 et trouvons 
une position telle que les points cotés 0, 2 et 10 tombent sur les rayons 
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du faisceau de mêmes cotes. Marquons ensuite les points d’intersection 
du bord du ruban avec les rayons et construisons l'échelle. 
L’échelle projective est souvent utilisée pour la graduation ap- 
prochée des échelles fonctionnelles sur de petits intervalles de va- 
riation de la variable. Supposons que pour l’échelle fonctionnelle 
donnée par l'équation 
x = F(œ), 


où # (x) est une fonction strictement monotone, on ait construit 
trois points (cf. fig. 33) cotés &;, &, et «: d’après leurs covrdonnées 
Z = F (a), za = F(&), z3 = F (œ3). Adoptons ces trois points 
pour points de l’échelle projective et traçons les traits intermédiaires 
par l’un des procédés décrits. 


CHAPITRE 2 


RÈGLES À PLUSIEURS CURSEURS 


$ 2.1. Sur les abaques du type règle à calcul 
Les ingénieurs ont très souvent affaire à des relations mettant en 


jeu plusieurs variables et se ramenant à la forme 


hi + fe di on = 0, (2.1) 


OÙ 1 — /1 (Gr fe — fo (@2), etc. 
Les abaques du type règle à calcul à plusieurs curseurs sont le mieux 


appropriés à l'étude de telles relations. Ils sont suggestifs et com- 
modes à l'usage. Par ailleurs le principe de leur construction est 


ou COPRS = 


Fig. 34. Schéma de construction d'une règle en papier à un curseur 


simple puisqu'ils sont constitués uniquement d'échelles rectilignes 
de même module pour les fonctions des équations (2.1). C’est pour- 
quoi il est recommandé de commencer l'étude des méthodes nomogra- 
phiques par ces abaques en premier. 

Pour construire des règles à curseurs, le plus simple est d’utili- 
ser du carton. La figure 34 représente une règle à à un curseur en carton. 
On construirait de façon analogue des règles à plusieurs curseurs en 
carton. La construction décrite dans l’article [53] convient bien aux 
règles en plastique recouvertes d’une couche photographique. 


$ 2.2, Règles à un curseur 


La figure 35 représente un abaque du type règle à calcul à un curseur. 
L'abaque est constitué d’un plan fixe n ou fond et d’un plan mobile: 
le curseur x’ qui peut glisser entre deux droites parallèles menées 
sur le plan x à une distance d l’une de l’autre. La largeur du curseur 
est aussi d. Sur des parallèles du plan x et les bords du curseur on 
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trace quatre échelles «,, &, à, et &,. L’abaque résout l'équation à 
quatre variables 


fi Tia À Ja ns fa = 0. (2.2) 


Supposons que dans l'équation (2.2) la variable inconnue est 
&,. Pour la déterminer à l’aide de l’abaque de la figure 35 on dépla- 
ce le curseur x’ de telle sorte que les points donnés sur les échelles 
a, et &, viennent en coïncidence, puis en face du point donné de 
l'échelle &; on lit la réponse «, sur l’échelle «,. 

Prouvons que l’abaque de la figure 35 représente réellement l'équa- 
tion (2.2). Traçons sur les plans x et x° un système de coordonnées 


Ri—— } æ, d 


Fig. 35. Schéma d’un abaque du type règle à calcul à un curseur pour l'équation 
(2.2) 


zOy et x'O'y" comme sur la figure 35. Désiguons par PL, et P, les 
points communs des échelles &, et «,, et par P, et P, ceux des échel- 
les a; et «,. Désignons respectivement par x,, x;, x! et x, les abscis- 
ses des points P,, P,, P; et P,. 

Exprimons l’abscisse x, en fonction des abscisses x,, x; et x. 
De la figure 935 il vient 


Ta = Li — Lo + Ts 


ou 
Ti — Lo + xz3— 7, = 0, (2.3} 
Dans l’équation (2.3), en posant | 
Ti fs, Lo — fo, 23 = f3, Li = — fa, (2.4) 


on obtient la forme (2.2). 


Les équations des échelles de l’abaque de la relation (2.2) se 
déduisent à partir de la formule (2.4). Introduisons dans ces derniè- 
res les paramètres de transformation m, a;, a, et as. À cet effet, met- 
3* 
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tons l'équation initiale (2.2) sous la forme 
m (fi — &) + m (fa — 42) + m (fs — as) + m (fa + & + Ge + 
+ 93) = 0. (2.5) 


Si maintenant dans l’équation (2.9) on pose 


fi= m (f1— ai), fa= m (fa — a), 
fa= m (fs — as), fa=m (fa + ai +2 + as), 


on obtient de nouveau une équation de la forme (2.2), mais avec 
d’autres fonctions | 


fa + Ja + fa + fi = 0. 
Les nouvelles équations des éléments de l’abaque s’écrivent: 
échelle «,: 


T1 = M (fi — &); 
échelle @,: 


” 


TZ, = —M (fa — Go); 
échelle «3: 
Ts = M (fs — Us); 
échelle «,: 
Ta = — M (fa + A + de + ds). 


Elles se distinguent des équations initiales (2.4) par le fait qu’elles 
contiennent les paramètres de transformation. La projection de 
l’abaque consiste à choisir dûment les paramètres introduits. 

Des équations des éléments de l’abaque il s'ensuit que toutes les 
échelles sont de même module m, module dont le choix permet de 
modifier les dimensions des échelles. 

Si dans les équations (2.2) toutes les équations sont croissantes, 
les sens des échelles &,, &,, «3 et: «, doivent alterner. Ceci étant 
l'échelle &, doit être orientée de gauche à droite. 

Les paramètres a,, a, et a; étant à choisir arbitrairement on peut 
toujours s'arranger pour les prendre tels que les échelles de l’abaque 
soient disposées de façon commode. On peut par exemple placer 
l'échelle &, sur une section quelconque de la droite y — d du plan 
nm. Les échelles &, et «; peuvent être arbitrairement disposées sur 
les bords du curseur x’. Pour ce qui est de l'échelle &,, sa place est 
déjà déterminée par celle des autres échelles. 

Lorsqu'on construit un abaque, il n’est pas nécessaire d'’intro- 
duire les systèmes de coordonnées xOy et x'O'y" et de calculer les 
valeurs des paramètres a,, a, et a;; on peut se donner de façon con- 
venable trois échelles des variables connues.et déterminer la position 
de l’échelle cherchée ou échelle de résolution en résolvant un exemple 
numérique. | | 


$ 2.3] CONSTRUCTION DES RÈGLES À UN CURSEUR 37 


8 2.3. Méthode de construction des règles 
à un curseur 


De ce qui précède il résulte que pour construire des abaques du 
type de la figure 35 pour l'équation (2.2), il faut suivre la marche 
suivante. 

1) On commence par ordonner les échelles. Supposons, par exem- 
ple, que la première en commençant par le haut est l'échelle «;, 
la deuxième l'échelle &,, la troisième «, et la quatrième l’échelle de 
résolution œ4y. 

2) On dessine le schéma de l’abaque, on inscrit le symbole des 
échelles et on oriente les échelles dans l'hypothèse que toutes les 
fonctions de l’équation (2.2) sont croissantes. Ensuite on inversele 
sens des échelles des fonctions décroissantes si celles-ci existent. 

3) On choisit le module m et on prépare les canevas des échelles 
pour les fonctions f1, f,, f3 et f, dans les limites données de variation 
des variables. Si parmi ces fonctions il en est qui sont linéaires, 
logarithmiques ou homographiques, la construction des canevas 
se simplifie, car elle peut être réalisée à l’aide des procédés graphi- 
ques examinés au chapitre 1. 

4) On résout un exemple numérique, i.e. on se donne des valeurs 
convenables quelconques de «&.,, &,, «; dans le domaine de variation 
de ces variables et on calcule à l’aide des équations (2.2) la valeur 
correspondante de la variable de résolution «,. 

o) On choisit une disposition compacte des échelles &,, & et 3 
et on les trace. On détermine la position de l'échelle de résolution «, 
en se servant de l'exemple numérique. Pour cela on disposera le 
curseur x’ de sorte à faire coïncider les points donnés des échelles 
& et &,. En face du point donné de l'échelle «; on marquera sur 
le plan x un point auquel on affectera la cote cherchée «,. Ensuito 
à l’aide du canevas on trace l'échelle de résolution «, et on l’oriente 
convenablement. 

Si l'équation (2.2) est de la forme 


hi T fa + fs = 0, (2.6) 


i.e. ne renferme que trois variables, dans l’abaque correspondant 
du type de la figure 35, l’une des échelles est remplacée par un 
point fixe. On peut le prendre sur le bord inférieur du curseur. 
L'équation (2.6) s'écrit dans ce: cas 


fa + fa + 0 + fa = 0. 
Exemple 15. Construisons un abaque pour la formule 
= 90 + 0,75 (T7 — 150) + 0,25 (A — 20), (2.7) 
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qui donne le poids optimal P d'un homme en fonction de sa taille T 
et de son âge À. Les variables évoluent dans les limites 


150 & T & 190 em, 20 < À & 80 ans, 50 L P & 90 kg. 


La formule (2.7) se ramène à la forme (2.6). L’abaque aura un 
seul curseur. Adoptons l’ordre suivant des échelles: T, À, P. En 
vertu de cet ordre mettons l’équa- 
ton (2.7) sous la forme 


fe 0,79 (T — 150) + 0,25 (A — 20) + 
+ (—2 + 50) = (0. (2.8) 


Dessinons l’abaque et traçons les 

De flèches (fig. 36). Corrigeons le sens 

ie 26 Schéma d'une ee des flèches. Les échelles T et À sont 
“ig. 36. Schéma d’une règle à in ; À | 

curseur pour la formule (2.7), ls COrrectement orientées, puisque les 

échelles sont orientées par les flè- fonctions 0,79(T — 150) et 

ches 0,25 (A — 20) sont croissantes. Bar- 

rons la flèche de l’échelle P et traçons 

une autre de sens contraire, puisque la fonction (—P + 50) est dé- 

croissante. 


Multiplions les deux membres de l'équation (2.8) par le module 
mm, Soit 


0,759m (1° — 150) + 0,25m (A — 20) + m (—P + 50) — 0 
et posons 
mr = 0,75om, ma = 0,25m, mp — m. 
Si l’on prend m — 4 mm, on obtient mr — 0,75-4 — 3 mm, m1 — 
= 0,25-4 = 1 mm et mp — 4 mm. 


Construisons les canevas des échelles métriques T, À et P à l’aide 
des équations 


x = my (T — 150) — 3 (T — 150), 
x = Ma (À — 20) — À — 20, x = mp(P — 50) = 4 (P — 50). 


Les figures 37, 38 et 39 représentent des canevas tout prôts. 

Dessinons encore le schéma de l’abaque en yÿ indiquant les limites 
données de variation des variables et les modules des échelles (fig. 40). 

Considérons un exemple numérique. On trouve que pour T — 
— 170 cm et À — 70 ans la valeur de P est 77,5 kg. 

Traçons deux parallèles distantes de 40 mm et portons sur elles 
à l’aide des canevas des figures 37 et 39 les échelles T et P en nous 
inspirant du schéma de la figure 40. Disposons les échelles T et P 
de telle sorte que leur milieu soit situé approximativement sur une 
même verticale. Construisons un curseur d’une largeur de 40 mm 
et sur son bord supérieur portons l'échelle À à l’aide du canevas 
de la figure 38. Déterminons le point fixe (la flèche verticale) sur 
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le curseur d’après l'exemple numérique. À cet effet faisons coïncider 
les points des échelles T et À respectivement de cotes T — 170 cm 
et À — 70 ans'et traçons sur 

T le curseur une flèche en face du 

150 My = mm 190 point de l’échelle P, coté P — 

| - — 77,5 kg. On obtient l'abaque 

de la figure 41. La position du 
curseur correspond à l’exemple 
numériquesuivant (7 —170 cm, 
A = 70 ans ; réponse P — 


—77,5 kg). 
JÛ TT) = + MM 90 Exemple 16. Construisons 
un abaque de la formule 
Fig. 40. Schéma d’une règle à un curseur 184 


our la formule (2.7) avec indication des 
imites de variation des variables et des 


V— To20, 180,35 ? (2.9) 
modules des échelles | 


qui détermine la vitesse de cou- 
pe v en fonction de la durée de 
vie T d’un instrument, de la profondeur de coupe t et de l’avancée 
s en un tour de broche. Les limites de variation sont 


90 < T  < 100 mn; 0,5 St < 10 mm; 
OA <Ls< 2,5 mm/tour : 50 & v < 200 m/mn. 
En prenant le logarithme de l'équation (2.9), on obtient 
log v = log 184 — 0,2 log T — 0,18 log t — 0,35 log s.. (2.10) 
L'équation (2.10) est de la forme (2.2) et peut être représentée par 


une règle à un curseur. Adoptons l’ordre suivant des échelles: 


t, T, s, v. En vertu de cet ordre mettons l’équation (2.10) sous 
la forme 


(—0,18 log t) + (—0,2 log T)+ (—0,35 log s) + 
+ (— log v + log 184) = 0. 
Dessinons l’abaque (fig. 42). Toutes les flèches sont orientées dans 


le sens inverse puisque toutes les fonctions sont décroissantes. 
Multiplions la dernière équation par m; on obtient 


__0,18m log ? — 0,2m log T — 0,35m log s + 
+ m (—logv + log 184) = 0. 


Désignons les modules des échelles logarithmiques #, 7", s et v par 
Mi, Mr, M et m,. On a m, = 0,18m; my = 0,2m; m, = 0,35m; 
m, = m. Sil'on prend m — 250 mm, on obtient m,; — 0,18-250 — 
— 45 mm; mr = 0,2-250 — 50 mm; m, — 0,35-250 — 87,5 mm; 


my — 250 mm. Préparons des canevas logarithmiques de modules 


(L°7) ofnutio] ef mod Anosin9 un eos . St 


S'aaUUD ‘p 
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45 ; 50 ; 87,5 et 250 mm. Dessinons encore une fois l’abaque en y indi- 
quant les limites de variation des variables et les modules des échel- 
les (fig. 43). 

Considérons un exemple numérique. Supposons que { = Î mm, 


T —= 100 mn, s — 1 mm/tour. La formule (2.9) donne 
184 184 | 
= 19,9 0 MU: 


D DR 0 a = 
1000 ENT 5 57 


Prenons un curseur de 40 mm de largeur. Choisissons une position 
convenable des échelles t, 7' et s. Déterminons l'échelle v conformé- 


4 
1Ù M, = AS T7 D, 


50 m,=250mm 200 
CE RS U 
Fig. 42. Schéma d'une règle à Fig. 43. Schéma d’une règle à un curseur 
un curseur pour la formule (2.9) pour la formule (2.9) avec indication des 
avec indication du sens des limites de variation des variables et des 
échelles modules des échelles 


ment à l'exemple numérique. On obtient en définitive l’abaque 
de la figure 44. La position du curseur correspond à l'exemple numé- 


30 50 
7,min 


S,mm/tr 
0,5 04 03 OZ 


Fig. 44. Règle à un curseur pour la formule (2.9) 


rique (on donne t — 1 mm, ? — 100 mn, s — 1 mm/tour; réponse 
v — 73,3 m/mn). 
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$ 2.4. Cas général de règles à plusieurs 
curseurs 


La méthode de construction des règles à un curseur pour la rela- 
‘ion (2.2) se généralise facilement à une équation de la forme (2.1) 
à n variables. L’équation (2.1) avec n >> 4 peut être représentée 
par un abaque du type règle à calcul à plusieurs curseurs. L’abaque 
doit nécessairement comprendre 0,5 (7 — 2) curseurs pour n pair, 
et 0,5 (x — 1) curseurs pour x impair. Dans le dernier cas l’échelle 
manquante est remplacée par un point fixe situé sur l’un des cur- 
seurs. On peut le placer sur le dernier curseur et le signaler par une 
flèche verticale. Lorsqu'on tracera sur l’abaque des flèches horizon- 
tales pour indiquer le sens des échelles, on prendra soin d'inscrire 
une flèche près du point fixe. 


Exemple 17. Construisons l’abaque de la formule 


CatôDs0:75 


M = (2.11) 


qui donne le moment de torsion utile de la broche À en fonction 
de l’angle de coupe Ô, du diamètre de la pièce à traiter D, de la 
profondeur de coupe t, de l’avancée s de l'outil en un tour de broche 


et du coefficient de coupe C4. Les limites de variation sont 
3< Ce & 300 kg/mm?; 4<Lt<40 mm; 60 < 6 L 80°; 


10 << D < 1000 mm, 0, L s L 10 mm/tour; 30 L M L 300 kgm. 
En prenant le logarithme de l'équation (2.11), on obtient 


log AT = log C, + log t + log Ô + log D +- 
+ 0,75 log s — log 150 000. (2.12) 


L'équation (2.12) met en jeu six variables et peut être représentée 
par une règle à deux curseurs. Adoptons l’ordre suivant des échelles : 
Cest, 0, D, s, M. En vertu de cet ordre mettons l'équation (2.12) 
sous la forme 


log Ce + log t + log Ô + log D + 0,75 log s + 
+ (—log À — log 150 000) = 0. 


Dessinons l’abaque et orientons les échelles (fig. 45). Vérifions le 
sens des échelles. La fonction (—log M1 — log 150 000) étant seule 
décroissante, il faudra inverser le sens de l'échelle M. 

Posons m — 250/3 mm. Les échelles logarithmiques C;,, t, 6, 
D, M auront alors un même module et celui de l’échelle s sera égal à 


250 à 


(CE re 
Ms = 0,19 = 62,9 mm. 
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Fig. 49. Schéma d'une règle à deux curseurs pour la formule (2.11) avec indi- 
cation des sens des échelles — a 


Fig. 46. Schéma d’une règle à deux curseurs pour la formule (2.11) avec indi- 
cation des limites de variation des variables et des modules des échelles 


Ce, Kg/mim ? 
d Û 10 20 d0 40 50 ‘00 200 300 
| r ! t Pi l 
40 30 20 19 D #4 
ê £, MM: 
60° 60° 
1000 500 400 300 200 100 50 40 30 20 10 
DE S, MM 
0, O2 0,3 040,5 2 3 45 {0 


30 40 50 100 200 
M, kom 


Fig. 47. Règle à deux curseurs pour la formule (2.11) 
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Pour construire l’abaque il faut donc disposer de deux canevas 
Jogarithmiques de modules 250/3 mm et 62,5 mm. Préparons-les. 
Dessinons une nouvelle fois l’abaque en y indiquant les limites 
données de variation des variables et les modules des échelles 
(fig. 46). 

Traitons un exemple numérique. Soit C,; — 100 kg/mm°, t — 


— 10 mm, Ô = 75°, D — 100 mm, s — 1 mm/tour. La formule (2.11) 
donne 


AT — 100-10.75.100.10:75 
M = og = 50 kgm. 


La figure 47 représente un abaque construit pour des curseurs de 
35 mm de largeur. La position des curseurs correspond à la solution 
de l’exemple numérique (on donne C4; — 100 kg/mm?, t — 10 mm, 
Ô — 75°, D = 100 mm, s — 1 mm/tour; réponse M — 50 kgm). 


Exemple 18. Construisons un abaque de l'équation 


aQ? (bher + mher) 

9,81 b—+2mher (2.13) 
qui définit la profondeur critique .. dans les canaux de profil 
trapézoïdal en fonction du débit ©, de la largeur b du lit du canal, 
du coefficient m d’écartement des berges et du coefficient de varia- 
tion & de la distribution des vitesses sur la section &. La variable m 
prend les valeurs standard suivantes: 0,25; 0,5; 0,75; 1; 1,25; 


4,50 ; 1,75; 2; 2,5; 3. Les autres variables évoluent dans les limites 
suivantes 


10 50 m/s, 1LbL5m;,1<La<1,1; 0,3 L he L 5m. 


Transformons l'équation (2.13). Mettons la quantité bh,, en facteur 
au numérateur et la quantité b au dénominateur, et multiplions 
les deux membres de l'équation par m°/b%. On obtient 


: | a+ Ter ' 
Sa = (UE) _—. (2.44) 
Introduisons la variable auxiliaire w en posant 
er, (2.15) 
L'équation (2.14) peut encore s’écrire 
LOUE 9,81 CE, (2.16) 


1+2u 
Désignons pour abréger 


t(u)=9 Cr (2.17) 
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L'équation (2.16) s'écrit alors 
<= À (u). (2.18) 


Faisons varier u entre 0,1 et 2. L’équation (2.18) contient cinq 
variables. En prenant le logarithme de cette équation on obtient 
2 log Q + log «a + 3 log m — 5 log b — log t (u) — 0. 

Cette équation peut être représentée par un abaque du type règle 
à calcul à deux curseurs. 


Fig. 48. Règle à deux curseurs pour l'équation (2.18) avec indication des sens 
des échelles et de leurs modules 


L' abaque est tracé sur la figure 48. Si le module principal est 
pris égal à 50 mm, ceux des échelles logarithmiques ©, a, m, b 
seront respectivement: mo — 100 mm, m, — 50 mm, my» — 

— 150 mm et my, — 250 mn. 

Construisons le canevas de l’échelle uw à l’aide de l'équation 


t (u) 
x = 00 log —— 870.0 (2.19) 
dans laquelle 
0.15-(1+0,1)3 
(O1) = 5 


Le tableau 6 contient les valeurs des coordonnées qui servent à la 
construction du canevas de l’échelle w et qui ont été calculées à l’aide 
de l'équation (2.19). 


0.4 07.2 


Tableau 6 
(,1 0 0,5 114,0 Q,9 160,3 
(0,45 2150 0,6 128,0 1 169,0 
(t) 47,5 0,7 440 ,1 1,9 203,8 
0,3 76,2 0,8 150,8 2 229,5 
| 


_ 
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cr 
Fig. 49. Règle à un curseur pour Fig. 50. Schéma d'une règle à trois 


l'équation (2.15) avec indication du curseurs et une famille de lignes cons- 
sens des échelles et de leurs modules tantes pour l'équation (2.13) 


Q,mŸs 


Î 2 ÿ 4 5 40 20 30 40 50 


Ricr, M 


Fig. 51. Règle à trois curseurs pour l'équation (2.13) 
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En prenant le logarithme de l'équation (2.15) on obtient 
log u — log m + log b — log ke, = 0. 


Cette équation peut être représentée par une règle à un curseur. 
L'abaque est celui de la figure 49. Toutes les échelles logarithmiques 
ont un même module. Prenons-le égal à 150 mm. 

Dans les abaques des figures 48 et 49 on prendra le plan commun 
pour fond. Il contiendra l’échelle ©, deux échelles différentes uw et 
l'échelle de résolution h,,. En joignant les points de mêmes cotes 
des échelles w et en omettant ensuite les cotes u, on obtient l’abaque 
de la figure 50, qui se caractérise par la présence d’une famille 
de droites auxiliaires non cotées. 

La figure 51 représente l’abaque construit d’après le schéma 
de la figure 50. La position des curseurs correspond à la solution 
de l’exemple numérique: Q — 10 m/s, x — 1,1, m — 0,75, b — 
= 2 m; réponse h,;, — 1,20 in. 

On remarquera que la relation (2.1) peut être représentée égale- 
ment par une règle à un curseur et à un viseur. Sur le corps de la 
règle on disposera deux échelles et sur le curseur les autres. Pour 
lire la réponse il faudra déplacer plusieurs fois le curseur et le viseur. 
La méthode de construction de ces règles est analogue à celle qui 
vient d’être examinée. Elle fait l’objet. des articles [54, 55]... 


CHAPITRE 3 


GRAPHES DE FONCTIONS 
ET ÉCHELLES ACCOLÉES 


$ 3.1. Notion de graphe de fonction 


Pour représenter des relations entre deux variables on emploie 
les graphes de fonctions et les échelles accolées. Considérons tout 
d'abord les graphes de fonctions et certaines de leurs applications. 

Soit donnée la relation entre deux variables 


p = À (a). (3.1) 


Pour représenter cette relation, prenons le champ binaire («, f) 
donné par les équations 


r=f(af), y = g(a P). 

Supposons que ce champ binaire est de la forme indiquée sur la 
figure 52, i.e. chaque ligne «& coupe chaque ligne $ en un point 
et un seul. Pour construire le graphe de la fonction (3.1) dans ce 
champ, dressons le tableau 7 des valeurs de cette fonction: 


Tableau 7 


c | a; | es | (62 el | An 
ERSESET 


Repérons dans le champ («, fi) les points cotés &, et f,, «, et B,, ... 

.. On et Ph et joignons-les par une ligne continue. Cette ligne 
sera le graphe de la fonction (3.1) dans le champ binaire (œ, B). Le gra- 
phe de la fonction permet de déterminer d’après une valeur donnée « 
la valeur correspondante f. Pour cela on cherche le point d'inter- 
section de la ligne & avec le graphe. La cote de la ligne B passant 
par ce point nous donnera la réponse. On résout de façon analogue le 
problème inverse, c’est-à-dire la détermination de « d’après B 
donné. 

En particulier, pour champ binaire de représentation du graphe 
de la fonction (3.1) on peut prendre un réseau cartésien défini par 
les équations 

La, yes b: 
4—049 
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On obtient alors le graphe ordinaire d’une fonction dans un réseau 
cartlésien (fig. 03). 

Quelquefois on peut tirer parti du choix arbitraire du réseau 
fonctionnel (æ&, B) et réduire le graphe de la fonction à une allure 
simple pour en alléger la construction. 

Tous les graphes des fonctions de la forme 


B — Aoë, (3.2) 


où À et B sont des constantes arbitraires, tracées dans le réseau 
logarithmique défini par les équations 


x = mloga, y —=n log f, (3.3) 


seront des droites. Dans les équations (3.3), m et n sont des constan- 
tes. Comme la droite est définie par deux points, pour construire 


y 
ÿ æ 
Pr 
0 se 0 
Fig. 52. Graphe de la fonction B — Fig. 53. Graphe de la fonction f — 
= F (a) dans le champ binaire (œ, Ê) — F (œ) dans le réseau cartésien 
d'équations x =f (œ, f) et y—g («, B) (œ, B) d'équations x = a'et y—$ 


le graphe rectiligne de la relation (3.2), il suffit de connaître deux 
couples de valeurs «& et B satisfaisant l'équation (3.2). 

Montrons que les graphes de la relation (3.2) sont des droites 
dans un réseau logarithmique. Prenons le logarithme des deux 
membres de l'équation (3.2). Il vient 


log B = log À + B log «. 
Portant dans cette équation les expressions de log & et log $ tirées 
des équations (3.3), on obtient l'équation de la droite 
= B=—x+ n log'À. (3.4) 


Exemple 19. Construisons sur du papier logarithmique le graphe 
de la fonction 


B — À 42,142 
dans l'intervalle 1 << &« < 7. 


8 3.1] NOTION DE GRAPHE DE FONCTION 54. 
Te 


Î ÿ 4 90 100 500 1008 
[e 4 
Fig. 54. Construction du graphe de la relation f = 1,4 «? 142 sur du papier loga- 
rithmique 


PI ME SEE 
RER 
A 


Fig. 55. Partie utile du réseau logarithmique (œs B) et graphe de la fonction B— 
4, œŒ “1 


\ 
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À l'intervalle [1, 7] de variation de & correspond l'intervalle 
[1, 90] de variation de $. Prenons pour droites $ les droites parallè- 
les à la longueur du réseau logarithmique de la figure 54 et pour 
droites & les droites parallèles à la largeur. 

Conservons la graduation du réseau.  variera donc entre 1 et 
100 et « entre 1 et 1000. Ces intervalles couvrent les limites données 
de variation de & et fi. Calculons deux exemples numériques. Posant 
& — À, on trouve $ — 1,4. En faisant & — D, on obtient 8 Æ 44. 
Marquons sur le réseau (œ, B) les points cotés à = 1 et B — 1,4, 
a = D et ff — 44 ct joignons-les par une droite. La figure 55 repré- 
sente la partie utile du réseau (x, 8) avec le graphe. Supposons 
œ = 2,0. Il lui correspond la valeur f — 10 sur le graphe. 


$ 3.2. Choix des paramètres dans les formules 
empiriques du type produit de puissances 


La méthode du choix des paramètres À ct B dans les formules 
empiriques du type produit de puissances est basée sur la rectifica- 
tion du graphe de fonctions (3.2) dans un réseau logarithmique. 

Supposons que la relation (3.1) est donnée par le tableau 7 dressé 
empiriquement. On demande de choisir les paramètres À et B de 
la formule (3.2) de telle sorte que ce tableau corresponde le mieux 
à cette formule. 

Repérons sur le réseau logarithmique défini par les équations (3.3) 
les points (as, Bi), (os, Bo), - . ., (an, B:) eb traçons (à vue) la 
droite qui passe le plus près de ces points. L’équation de cette droite 
peut s’écrire 

War 0 


En comparant cette équation avec l’équation (3.4), on obtient. 


sn | 
a=b- et b=n loglA, 


À 2 4 Qb/n jp am 
< | 0 , 55 : a ; 

Pour déterminer les coefficients a et b il faut rapporter le réseau 
logarithmique à des axes de coordonnées 20y en tenant compte du 
fait que l’origine doit coïncider avec le point correspondant à & = 
= =. 

En cffet, pour & == B — 1, il vient 


= mlog à = inlog TL = 0; 


y=nlogf = nlog 1 — 0. 
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La figure 56 représente le schéma d'’alignement de données 
empiriques dans un réseau logarithmique (&, $), dont les deux axes 


ÿ 
100 


Fe 


1 10 100 1000 a 


(e 4 


Fig. 56. Schéma d'alignement des données empiriques dans un réseau logarith- 
mique (æ, B) dont les deux axcs ont même module 


ont le même module m. Dans ce cas les formules de À ct B se simpli- 
fient 
A=1AOUm, B—a. 
On peut utiliser un procédé analogue pour déterminer les para- 
mètres des formules empiriques ; 


_ Bilal 5 
B = Aahñorals ... a", 


OÙ Os Los + + + On, À sont des variables et À, B,, B,, ..., B, 
des constantes.' 


$ 3.3. Exemple de choix ues paramètres 
dans des formules empiriques du type produit 
de puissances 


La vitesse de coupe v s'exprime en fonction de la profondeur de 
coupe t et de l’avancée s en un tour de broche à l’aide de la formule 
du type produit de puissances 

v = AtBsC, (3.5) 
où À, Bet C sont des constantes.' 

Dans les tableaux 8 et 9 figurent les valeurs des vitesses obtenues 
empiriquement respectivement à profondeur de coupe fixe ( = 
— 5 mm) et à avancée fixe (s — 0,6 mm/tour). 


Tableau 8 

—5 mm 
s, mm/tour | 0,3 o4 | 0,5 | 0,7 0,8 1 | 1,2: 
U, M/S | 48,6 | 40,5 | 34,8 | 31,0 | 27,9 | 25,6 | 22,0 | 19,6 
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Tableau 9 


s=0,06 wm/tour 


{, mm | 3 | 4 | S) 


v, m/s | 39,4 | 32,9 | 31,0 | 29,6 | 27 ,4 


Calculons les constantes À, B et C de la formule (3.5) en utili- 
sant les données des tableaux. 


Pour t — const, la formule (3.5) s'écrit 
— ÀA.s, 


où À, est un coefficient numérique. Dans un réseau logarithmique, 


Fig. 57. Alignement des données empiriques du tableau 8 dans le réseau loga- 
rithmique (v, s) obtenu par unc chiffraison respective du papier logarithmique 


dont les deux axes ont même module, elle est représentée par une 
droite dont la pente définit le paramètre C. 


Pour s — const, la formule (3.5) s'écrit sous la forme analogue 
—=;A;18, 


où À, est un coefficient numérique. 

Prenons du papier logarithmique (fig. 57). Inscrivons les cotes 
v = 10; 20; ...; 100 m/s aux pieds des horizontales et les cotes 
s = 0,1; 0,2; 0,3; 0,4; 0,5; 1; 2 mm/tour aux pieds des verticales. 
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Utilisons le tableau 8 pour porter sur la figure 97 les points v et s. 
Ils sont presque tous situés sur une même droite. Îraçons cette 
dernière. 

L'origine des coordonnées se trouve en dehors du schéma au 
point du réseau coté v = À m/s et s — 1 mm/tour. Déterminons 
la pente de cette droite à l’aide de la formule 


Co Y2— VU: 
To — Li ? 


où ÿ, et ÿ2 sont les ordonnées des extrémités d’un segment de 
cette droite, comptées à partir de la droite inférieure du réseau 


Fig. 58. Alignement des données empiriques du tableau 9 dans le réseau loga- 
rithmique (v, t) obtenu par une chiffraison respective du papier logarithmique 


u — 10 m/s, x, et x, les abscisses de ces mêmes points. Mesurons 
sur la figure 97 les segments ÿ; et Ya et Ze — Ti. On obtient Yi= 
= 68 mm, ÿ, — 29 mm, ze — xi = 60 mm. Il vient 


06e 


= 60 


Traçons maintenant le réseau (v, t) sur du papier logarithmique 
(fig. 58). Marquons les cotes v — 10, 20, ..., 100 m/s aux pieds 
des horizontales et les cotes t = 1, 2,3, ..., 10 mm aux pieds 
des verticales. Portons les points v et £ sur ce réseau à l’aide du 
tableau 9. Ils sont presque tous situés sur une même droite. Traçons- 
la jusqu’à son intersection avec les verticales  — 1 mm et { — 
— 10 mm. Mesurons sur la figure 58 les segments ÿ,, Ye et Ze — T1. 
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On obtient y, — 66 mm, ÿ, = 41 mm, x, — x, — 100 mm. D'où 


fon 


La formule (3.5) s'écrit maintenant 
U — Atr0,25 s—0,65 

Déterminons le coefficient À en résolvant un exemple numérique. 
En vertu des tableaux 8 et 9, pour { — 5 mm et s — 0,6 mm/tour, 
on obtient v — 31 m/s. Pour déterminer le coefficient À, on obtient 
donc l'équation 

31 —4:97025.0 60,65 

d'où l’on déduit À Æ 33,3. La formule (3.5) s'écrit 


33,3 
20,25 ,60,68 * 


$ 3.4. Droite représentative d’une fonction 
dans un champ binaire et son lien 
avec des abaques à points alignés 


Supposons que le graphe de la relation 
F (a, 5, À, B) = 0, (3.6) 


où À et B sont des paramètres, est rectifiable dans le réseau fonction- 
nel (x, B) défini par les équations 


ZT = fi (a, BP), y — gie (&, D), (3.7) 


quels que soient les paramètres À et B. Trouvons la forme des rela- 
tions (3.6) qui autorise une telle rectification. 
Mettons l’équation de la droite sous la forme 


+=. (3.8) 


Dans cette écriture les paramètres À et B ont un sens géométrique 
évident. Ils représentent la longueur des segments découpés par 
la droite (3.8) sur les axes de coordonnées (pour y = 0onazx=— À, 
pour æ — 0 on à y — B). Compte tenu de (3.7), l'équation (3.8) 
s'écrit 


JR | 
ce + ÉR 1. (3.9) 


On considérera la relation (3.9) comme une équation à quatre 
variables : &«, B, À et B. Construisons dans le système de coordonnées 
xOy le champ binaire (x, B) correspondant aux équations (3.7). 
Par ailleurs traçons sur les axes de coordonnées les échelles À et B 
correspondant aux équations 
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échelle À : 


échelle B : 
=; . y he 


On obtient la figure 59 qui nous permet de tracer rapidement toute 
droite représentative de la re- 
lation (3.9). Pour cela il faut 
simplement repérer sur les 
échelles À et B les points de 
cotes données et les joindre 
par une droite. Cette droite 
sera le graphe cherché. 

La construction nomogra- 
phique obtenue est constituée 
des échelles À et B et du champ 
binaire (x, $) liés par un ali- 
gnement et est un cas particu- : | o— 
lier d’abaque à points alignés. l'équation += 
La courbe représentative de la 
fonction y joue le rôle de droite résolvante. 

Introduisons dans l’équation (3.9) des paramètres de transfor- 
mation m et n. À cet effet mettons l'équation (3.9) sous la forme 


Fig. 59. Abaque à points alignés pour 


Imf12 Îng 10 un à 
mm À nPB 
ou 
10 £12 
= + == = { 
À B 
où 


fi2 = My, Bi2 — TE; A=mAÀ, B=npB. 


Les équations des éléments de l’abaque contenant les paramètres 
de transformation m et n, s'écriront 
échelle À : 


LIN As. 0; 


échelle B: 
2= 0, J=nD: 


champ (x, B): 


ZT = Mio Y = NB 
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Considérons maintenant la généralisation suivante. Supposons 


D! 


ue l’on ait à résoudre le système d'équations 
q 


fie (Gi, os) &1o (M1, Lo) LH 
12 : 2 + 12 _ 2 ee 1e \ 
fsa (Ga, ©) £&sa (O3 La) _ | 
CN NÉ EEE EE = 4 (3.10) 
Ïn-15n (On-1r An) ce No Gn) | 
— A B —. ) 


Chacune des équations du système (3.10) est susceptible d’être 
représentée par un abaque du type de la figure 59, tel que les échelles 


4 T 


Fig. 60, Schéma d’un abaque à points alignés pour le systèmejd'équations (3.10) 


A'et B soient partout identiques. En assemblant tous les abaques 
on obtient celui du système d'équations (3.10), qui est représenté 
sur la figure 60. 

Eliminons les variables À et B entre les équations du sys- 
tème (3.10). Pour cela retranchons la première équation des suivantes 


et résolvons les équations obtenues par rapport à AÀ/B. On obtient 
le système 


faa — fie — f56 — fr9 _ _ nine 


834 — L12 L56 — 812 en En-1,n 812 


(3.11) 


dont l’abaque se déduit de la figure 60 par extraction de l'échelle 
des variables À et B éliminées. Donc, l’abaque du système d’équa- 
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tions (3.11) est constitué d’une série de champs binaires liés par 
un seul alignement. C’est l’abaque à points alignés le plus général. 


0 
Fig. 61. Schéma d’un abaque à points alignés' pour l'équation Ja = 
3477 612 
_— Î56— 12 
856 — 812ù 


Lorsque les champs binaires sont au nombre de trois, le schéma 
de l’abaque est celui de la figure 61. Il représente l'équation 
Afaa— fi __ Mise — fro 


834 — 812 0 £58 —E1o 


$ 3.5. Emploi des graphes rectilignes de fonctions 
dans un champ binaire pour la résolution 
de systèmes d’équations 


Soit à résoudre le système de deux équations 


Î3a (4, B) — fo (&, ) = {56 (C, D)— f;9 (œ, B) (3 12) 
gaa (À, B)—gio(a, B)  g56(C, D)—g12 (@, P, ° 
et 
B = F (a), (3.15) 

où & et B sont des variables inconnues, 4, B, Cet D, des paramètres 
variables. 

Représentons l'équation (3.12) par un abaque à points alignés 
à trois champs binaires (x, B), (4, B) et (C', D). Puis de même que 
dans un réseau fonctionnel, construisons dans le champ binaire 


(«, B) le graphe de la relation (3.13). On obtient l’abaque de la 
figure 62. 


Le mode d'emploi de l’abaque est le suivant. Repérons dans les 
champs binaires (4, B) et (C, D) les points de cotes données et 
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relions-les par une droite, graphe de l'équation (3.12). Celle-ci 
coupe le graphe de l'équation (3.13) en un certain point. Les cotes 


- 


Fig. 62. Schéma d’un abaque à points alignés pour le système d'équations (3.12) 
et (3.13 


des droites & et B passant par ce point donnent les valeurs cherchées 
de « et $. 


Exemple 20. Lorsqu'on calcule le travail d’une pompe et d’une 
conduite d’eau [33], on a à résoudre le système d'équations 


H =" H, + sÿ (3.14) 
et 


H PF (Q), (8.15) 


où IT est la pression totale exprimée en m; 17, la hauteur géométri- 
que de remontée de l’eau en m; g le débit en m/s : s un paramètre 
caractérisant les résistances hydrauliques dans la conduite d'eau, 
exprimé en s?/m°. 

La fonction (3.15) est donnée graphiquement ou tabulairement. 
Prenons par exemple une pompe de marque 18H}JIc de paramètres 
n — 730 tours/mn et D — 700 mm, où »# est le nombre de tours, 
D Ie diamètre de la roue réceptrice. Pour cette pompe la relation (3.15) 
est exprimée par le tableau 10. 


Tableau 10 
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ÿ 

18#7c 

n=130tr/miÈn 

D-n0mm HT SR 
SORTE 
LE BARNEnREn æ 
8 MN EE 
B AR A QE 


9,MŸS 
0,5 
04 
HE En 
: SUBENATNE 03 


.. Fig. 68. Abaque à points alignés pour la détermination de ZT ct q à partir de l’équa- 
tion A = 174 + sq? et de l'équation Æ = F (q), donnée par le tableau 10 
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En la comparant avec la formule (3.9), on obtient 
LE 


S 


fi = À, L12 = 92, A= F1, DB = — 


Les équations des éléments de l’abaque s’écrivent: 
échelle Æ, : 


z= ms, y =0; 


échelle : : 


champ (X, 9): 
z= mA, y = no. 
Convenons des intervalles de variation suivants: 


H 
o<H,<30 m; 0,05 <— 0,4 mS/s? ; 


20 << HL 40 m; 0,3<L<q<L0,7 m/s. 


Posons m — 3 mm et nr — 300 mm. L’abaque est représenté sur 
la figure 63. Il résout l’exemple numérique: 4, — 10 m, H,/s — 
= 0,1 mé/s? : réponse gq — 
== 0,51 m°/s, H — 35,5 m. 


$ 3.6. Emploi des graphes 
rectilignes de fonctions 

dans un champ binaire pour 
le choix des paramètres 
des formules empiriques 


Généralisons la méthode de 
détermination des paramètres 
des formules du type produit 
de puissances, développée pré- 
Fig. 64. Alignement des données empiri- Cédemment. Supposons qu'on 
ques dans le champ binaire («, f) de ait à déterminer les paramè- 
l’abaque de l'équation Je y 8e 4 tres À et B d’une formule em- 

À b pirique (3.9) d’après le tableau 

7. Pour résoudre ce problème, 

portons les points empiriques sur le champ binaire («, 6) de l’abaque 

de la figure 59. Supposons que ces points sont approximativement 

situés sur une même droite (cf. fig. 64). Les valeurs cherchées des 

paramètres À et B de la relation (3.9) seront les points d'intersection 
de cette droite avec les échelles À et B. 

Pour utiliser cette méthode dans la pratique, il faut posséder 
un jeu d’abaques du type de la figure 59, correspondant à diverses 
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fonctions f,, et g.,+. Ces abaques figurent par exemple dans les tra- 
vaux [52, 5 


Exemple 21. Construisons un abaque pour.la détermination des 
paramètres À et B de la formule (3.2) d’après des données empiriques. 


Fig. 65. Alignement des données empiriques du tableau 8 dans le champ binaire 
(œ, B) de l'abaque à points alignés pour la formule B — Aa 


Prenons les logarithmes des deux membres de l'équation (3.2): 
log f — log À + B log a. 
L'équation obtenue se ramène à la forme Ka 


og «/log À “ 1/logB 
4/5 1/10g À — 


Ecrivons les équations des éléments de l’abaque renfermant les 
paramètres de transformation m et n sous la forme: 
échelle B: 


échelle À : 
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champ (a, B): 


m log à n 


Log p ? 7 Ip : 


La figure 65 représente l’abaque correspondant à ces équations 
pour m — 50 mm et nr — 100 mm dans les intervalles 0,2 << a < 2; 
10 L BL 100, —1,5 L< BL —0,5; 10 L 4 L 1000. La droite 
«a —= 1 est confondue avec l’axe Oy. Elle est coupée par les droites f 
suivant une échelle qui est confondue avec l’échelle À. 

Utilisons cet abaque pour calculer les paramètres À et B d’après 
les données empiriques du tableau 8. Prenons $s — & et v — f. 
Repérons les points empiriques dans le champ (x, B). Ces points 
sont approximativement situés sur une même droite. Traçons-la. 
À son intersection avec les axes de coordonnées, on lit 4 — 23 
“ B = —0,65. Donc la formule empirique correspondant au tableau 

est 


De 295 


$ 3.7. Emploi des graphes rectilignes de fonctions 
daus un champ binaire pour une approximation 
de Tchébychev de fonctions 


Supposons que le graphe de Ia relation 
B = F (a), (3.16) 
construit dans le champ binaire (æ, ff), d'équations 


T — fie (a, B), YU — £12 (œ, B); 
est une courbe convexe (fig. 66). 

Désignons par A$ l’erreur absolue sur $ et par À, => 0 une erreur 
absolue admissible sur f. ‘Traçons dans le champ binaire (œ, f) 
les graphes des relations par excès et par défaut de À,, i.e. les graphes 
des relations 

B, = F (&) + À, (3.17) 
PB, = l (a) — A,. (3.18) 


Supposons pour fixer les idées que le graphe de la relation (3.16) 
a sa convexité tournée vers le haut et que les graphes des relations 
(3.17) et (3.18) sont situés respectivement au-dessus et au-dessous 
du graphe de la relation (3.16). Ces derniers sont représentés en 
pointillé sur la figure 66. 

Les graphes des relations (3.17), (3.16) et (3.18) sont respective- 
ment les lieux géométriques des points tels que l’erreur Af$ (la 
différence entre les valeurs exacte et approchée de f) soit respective- 
ment égale à AÀ,, O0 et —A,. On peut donc les appeler lignes d'égales 
erreurs et les affecter des cotes À,, 0, —A,. 
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Les lignes A, et —A, délimitent dans le champ (œ, ff) une bande 
en tout point de laquelle 


Si, dans cette bande, on trace une ligne quelconque, elle repré- 
sentera le graphe d’une certaine relation approximant la fonction (3.16) 


NZ 
L/FXX 


Û° C 

A à 

Fig. 66. Schéma de résolution du problème direct de l’approximation de Tché- 
bychev 


avec une erreur non supérieure cu valeur absolue à l'erreur absolue 
admissible A. 

Soit à approximer la relation (3.16) par une relation (3.9) de 
telle sorte que dans l'intervalle &, < à < a, soit réalisée la condi- 
tion 

— À < AP < À. 


Considérons le problème direct et le problème inverse. 

Problème direct. On donne A, et &, et on demande «,, À et B. 

Par le point d’intersection des lignes a, et À, (cf. fig. 66) traçons 
la tangente à la ligne —A, et à son point d’intersection avec la 
ligne À, lisons la réponse &.. Les valeurs cherchées de À et B sont 
les cotes des points d’intersection de cette tangente avec les axes 
de coordonnées. 

Comparant le graphe tracé et le graphe donné, on s'aperçoit 
que dans l'intervalle [&,;, «,] la quantité | AB] passe trois fois 
par son maximum A, (aux extrémités et au point de tangence) et 
s’annule deux fois. Cette approximation est dite de Tchébychev. 

Problème inverse. On donne «&, et &, et on demande A,, À et B. 


5—049 
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Ici il est nécessaire de tracer la famille de lignes A dans 
le champ (x, f) pour des valeurs positives et négatives équidistantes, 


à l’aide des équations paramétriques 
z = fiolo F (a) + API, y = go le, F (a) + AB]. 


Le problème se résout par tâtonnement (cf. fig. 67). Donnons-nous 
une valeur de AB = A, > 0. Traçons une droite passant par les 


ce 
2© 


æ 
do 


4 ER] 
440 ER / 
ÈS er 7] 


HIT 
NN 
HIIIT AN 


0 7 - 


Fig. 67. Schéma de résolution du propre inverse de l’approximation de Tché- 
ychev 


PA 


points d’intersection de la ligne À, avec les lignes &., et &.. Lisons 
la cote de la ligne Af tangente à cette droite. Si cette cote est égale 
à —A,, le problème est résolu et À, — AÀ,. Dans le cas contraire 
on fait varier À, jusqu'à ce que la cote de la ligne A soit égale 
à —A, au point de tangence. On aura de nouveau A, — A,. Les 
valeurs À et B sont de nouveau données par les cotes des points 
d’intersection de la tangente avec les axes de coordonnées. 

On résout de façon analogue les problèmes consistant à détermi- 
ner les approximations de Tchébychev lorsque l’approximation est 
évaluée à l’aide de l'erreur relative 


8f — 100 TE %. 
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Ainsi pour résoudre le problème direct, on construit dans le champ 
(&, B) les graphes des relations 


ô ; ô 
m= (ie) re fe (18) rte 
où 69 >> 0 est l'erreur relative admissible. Ces graphes délimitent 


sur le champ (œ, 5) une bande en tous les points de laquelle est 
réalisée la condition 


< 06 & Ô 


La résolution du problème s'achève comme dans le cas précédent. 

Il y a un grand intérêt pratique à étudier le cas général d’un 
champ binaire rectiligne (æ, B) et surtout son cas particulier où deux 
familles de courbes forment un 
réseau orthogonal dans lequel  Ÿ 
la famille de lignes $ est ré- 4 
gulière ou logarithmique. 

Supposons que le champ 
binaire (œ, B) est défini par les 
équations 


zx = f(x), y = 6. 
Dans un tel champ, les lignes 
d'égales erreurs absolues se dé- 
duiront du graphe de la relation 
(3.16) par une translation ver- 0 — 
ticale d’une grandeur constante 


Ay = Af, PHSAUE y—. Dans Fig. 68. Schéma de résolution du problè- 
ce cas le problème de la déter- me inverse de l'approximation de pTché- 
mination de A,Bet À, d’après  bychev pour le cas où le champ binaire 
les valeurs données &, et &, se (x, B)est donné par les équations x = 
résout sans tâtonnement. Tra- mA 
cons dans le champ binaire 
(&, B) le graphe de la relation (3.16) sur l'intervalle [«,, &] (cf. 
fig. 68). Traçons une corde par les extrémités du graphe, une tangente 
parallèle à cette corde et, enfin, une droite équidistante de la corde 
et de la tangente. Les coordonnées des points d’intersection de cette 
droite avec les axes Ox et Oy donnent les valeurs des paramètres 
A et B. La quantité À, sera égale à la moitié du segment vertical 
intercepté par la tangente et la corde. Si la courbe est convexe 
vers le haut, on peut la construire comme sur la figure 68. En effet, 
dans ce cas l’erreur aux extrémités du graphe est égale à A, et au 
point de tangence à —A,. 

Si le champ binaire est défini par les équations 


= f(ah y= lp 


NÈNN | 


A NS 
EE EE NO 
NES 


5* 


68 GRAPHES DE FONCTIONS ET ÉCHELLES ACCOLÉES [Ch. 3 


une construction analogue permettrait de résoudre le problème 
d'approximation de la fonction (3.16) dans les limites données de 
variation de æ par la relation 


Î (œ) 1_ log Ê — 
A RE 


avec une erreur relative minimale. 
Cette méthode permet entre autres d'approximer facilement la 
fonction (3.16) par une fonction puissance 


B = aa° (3.19) 


avec une erreur relative minimale dans les limites données de varia- 
tion de &. À cet effet construisons sur un réseau logarithmique le 
graphe de la relation (3.16) et remplaçons-le par une droite à l’aide 
de la méthode indiquée. On peut par exemple approximer la fonction 
logarithmique B — log & par la fonction (3.19) en recourant toujours 
à cette méthode. 

La méthode indiquée d'approximation de fonctions d’une varia- 
ble (3.16) se généralise aux fonctions à deux et trois variables 


B — (a, &), (3.20) 
Det (a D}: (3.21) 


Les fonctions (3.20) et (3.21) sont approchées sur l'intervalle de 
variation des variables avec des erreurs absolues ou relatives mini- 
males par des relations de la forme 


foto, PB) , go, B) 
fi (@, À) go (, B) ‘ 
À (a, b) Ga B (a, b) = 1, (5.23) 

dans lesquelles f,, et £g,, sont des fonctions données, À et B des 

fonctions inconnues. En appliquant la méthode précédente au 

problème inverse pour un jeu donné de valeurs de la variable a 

ou des variables a et b, on obtient un tableau des valeurs des fonc- 

tions À et B et des erreurs d’approximation. 

Les relations d’approximation (3.22) et (3.23) sont intéressantes 
en ce sens qu'elles permettent, contrairement aux relations initiales 
(3.20) et (3.21), de construire des abaques à points alignés [57] pour 
certaines formes particulières des fonctions f,, et g:,. Par ailleurs 
la forme (3.23) autorise le tracé d’abaques à transparent orienté 
(cf. $ 13.6). La relation initiale (3.21) ne jouit pas d'une façon 
générale de cette propriété. | 
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$ 3.8. Transiormation du graphe d’une fonction 
dans une échelle accolée 


Considérons le graphe d’une fonction (3.1) tracé dans un réseau 


fonctionnel (œ, B) quelconque (fig. 69). Les lignes & el B coupent 
le graphe respectivement suivant les échelles & et B. On peut tracer 


& 
À æ 
Fig. 69. Déduction d’une échelle acco- Fig. 70. Schéma de L’échelle ac- 
lée à partir du graphe d’une fonction colée & et B déduite de la ligu- 
dans Le champ binaire (&, f) re C9 


ces échelles des deux côtés du graphe et retirer le réseau (x, PB). 
On obtient ainsi l'échelle accolée à ct B de la figure 70. Chaque point 
de cette échelle possède deux cotes & et B. La connaissance de l’une 
permet de déterminer l'autre. 


Exemple 22. Transformer dans une échelle accolée le graphe 
de la fonction 


B —+ { Ac2,142 


tracé dans un réseau logarithmique (cf. fig. 55). 

Les droites horizontales $ coupent le graphe (cf. fig. 55) suivant 
une échelle logarithmique. Traçons-la. Les droites & coupent égale- 
ment le graphe suivant une échelle logarithmique &. Construisons-la. 
Ou obtient l’échelle accolée constituée de deux échelles logarithmi- 
ques de modules différents de la figure 71. 

Moutrons maintenant comment se transforme dans une échelle 
accolée le graphe de la fonction (cf. fig. 72) coustruit dans un réseau 
cartésien défini par les équations 


J= M4, Y.= np. 
Prenons l’axe Ox pour support de l'échelle accolée. Les droites œ 


coupent l’axe Ox suivant l'échelle &. L'’échelle $ s'obtient par 
projection sur l’axe Ox des points d’intersection des droites f avec 
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2 
Fig. 71. Transformation dans une échelle accolée du graphe de la fonction f— 
= 1,4c ?,4? tracé dans une échelle logarithmique 


Fig. 72. Transformation dans une échelle accolée du graphe de la fonction f— 
— F (a) tracé dans le réseau cartésien (œ, f) 
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le graphe. En définitive on obtient l'échelle accolée « et f (fig. 73). 
L'échelle & est métrique, l'échelle B fonctionnelle. 

On construirait de façon analogue une échelle accolée constituée 
d'une échelle métrique B et d’une échelle fonctionnelle &« en prenant 


5 
OO — 
” T 
Fig. 73. Schéma de l'échelle accolée à et B obtenu par la construction de la fi- 
gure 72 


pour support l’axe Oy. Il faudra alors projeter sur l’axe Oy les points 
d’intersection des droites & avec le graphe. 


$ 3.9. Méthode analytique de construction 
d’une échelle accolée 


Soit à construire une échelle accolée verticale pour la relation (3.1). 
Prenons une fonction arbitraire O des deux membres de l’équation 
(3.1) et introduisons les paramètres de transformation m et a: 


a + m®D (6) = a + mD [F (a)l. 


Puis supposons que les deux membres de l'équation obtenue sont 
égaux à l’ordonnée y. On obtient les équations suivantes des échelles 
de l’abaque 

échelle B: 

z=0, y = a + mo (6); 
échelle «: 
z=0, y = a + mOD[F (a)l. 

La projection de l'échelle accolée consiste à choisir dûment 
la fonction arbitraire O et les paramètres m et a. 

S’il faut trouver la réponse f$ avec une erreur absolue ou relative 
constantes, on suppose respectivement que ® (6) — f ou ® (B) — 
= log f. 

Le paramètre m définit les dimensions de l'échelle accolée, 
le paramètre a sa disposition par rapport à l’origine des coordonnées. 

Supposons que la fonction ® |} (œ)] est croissante et que la 
variable & évolue entre &, et &.. Supposons que ZL est la longueur 
admissible de l’échelle accolée. Déterminons la valeur du para- 
mètre m correspondant à Z. Formons l'équation 


L= y, — y, = {a +mDTIF (a,)h — {a + mb IF (a)h. 
De là on déduit 


L 


PE DTF Ga) (Fu) * 
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Si nous voulons que l’origine des coordonnées tombe au point 
de l'échelle & coté «,, nous devons tirer le paramètre a de l’équation 


y —=0—=a+mDlFr(«)] 
d’où il vient 
a = —m® [F (x,)l]. 
Aprés avoir défini la forme de la fonction ® et les valeurs des 


paramètres m et a, on dresse le tableau des valeurs de y comme une 
fonction de æ et le tableau des valeurs de y 


£ LL comme une fonction de f, et on trace les échel- 
les « et PB sur un même support. 
1 
p A Exemple 23. Tracer l'échelle accolée de la 
Ds 7 relation (2.17) 
| … o4 3 (1+u)s 
_— — O 
0,3 Lu) =95S1 Er 
DE dans l'intervalle 0,1 & u & 0,5. 
On a u, = 0,1; uw, = 0,5. D'où 
0,! 0,2 0,18-(14+0,13 
ir 4,93 LR — 410 - 
1(0:1=9,01 EP UT ES 0,0109 ; 
0,05 — 0,53.(1+.0,5)8 
= 0 84 2 4 = 
t(0,5)—9,81 3.08 2,07. 
0.02 Posons ® (fr) — logi. Soit L Æ 110 mm la 
| 0, longueur de l'échelle. Déterminons 
004 Se 110 ” 
PO Log 2 (0,8) — log 4 (0,1) — 
lFig.74. Echelle accoléc 110 | 


pour la relation { — 
u3(1 +-u)3 
— ee 
9,81 Er 


ER ————— — 23 n. 
Log 2,07— log 0,010) 483 mm 


Posons m — 50 mm. Plaçons l’origine des 
coordonnées au point de l’échelle w coté 0,1. 


Calculons la valeur du paramètre a 
a = —50 log t (0,1) — —50 log 0,0109 = 98,1 mm. 


Les équations des éléments de l’abaque s’écrivent: 


échelle t: 


T 


échelle u: 


= 0, 


—\(); 


y —= 98,1 + 50 log f; 


9,01u5 (1 -- u)5 


y —= 98,1 - 30 log ju 


L'’échelle accolée correspondante est représentée sur la figure 74. 
Si par exemple & — 0,36, on lit sur l’abaque w — 0,3. 
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$ 3.10. Abaques à système d’échclles accolées 


Généralisons la méthode des échelles accolées au cas d’un systè- 
me d'équations de la forme 


fa (ou) = fa (oo) = +. — fn (an). 3.24) 


L'abaque du système d'équations (3.24) doit être constitué de n 
échelles portées par un même support. Comme un support ne peut 
porter que deux échelles, on tra- 

ce les échelles sur des droites pa- Ÿ 

rallèles et on les relie par une 

famille de directrices parallèles. — - — 
On obtient un abaque à système = Ve 
d'échelles accolées. Ceci étant, sur 
chaque support on peut porter sc 
soit une soit deux échelles. La _ 
distance entre les supports des | — 
échelles est arbitraire. Elle est Das 
choisie à partir desconditionsde  : 
disposition des directrices et des © Z 
inscriptions. La figure 75 repré | 

sente l’abaque correspondant au F8: /2- ne d'un Dane du sys- 
cas où les droites parallèles ne ANS CO GES 
portent qu’une échelle. 

Par analogie avec l'échelle accolée, on peut écrire les équations 
des éléments de l’abaque d’un système d’échelles accolées de la 
sorte : 

échelle @, : 


PTT 


Û 
À 


[III 
En 


z=h, y = a + mo ff, (a)]; 
échelle ©, : 
z—=h,, y = a + mo [{f (m)l: 


échelle «, : 
T= y, y = a + mo fn (æn)]. 
Ici k,, ko, . . ., k, sont les abscisses des supports des échelles. 
Le mode d'emploi de cet abaque entraîne que les points dont 
les cotes vérifient le système d'équations (3.24) doivent être situés 
sur une même directrice. 


CHAPITRE 4 


ABAQUES À ENTRECROISEMENT 


$ 4.1. Abaque à entrecroisement général 


Les abaques à entrecroisement permettent de représenter pratique- 
ment toute relation entre trois variables 


F (u, v, w) = 0. (4.1) 
Nous utiliserons parfois cette relation sous la forme explicite: 
v = © (u, w). (4.2) 


Convenons que x est la première variable, v la seconde, w la troi- 
sième. 

Pour tracer l'abaque à entrecroisement de la relation (4.1), 
considérons un champ binaire arbitraire des variables w et v. Don- 


nons à la variable w une série de valeurs fixes w,, w,, . .., w, et 
(po) 
(0) D. 
U 
u 4 
l'ig, 76. Schéma d’un abaque pour Fig. 77. Clef de l’abaque à en- 
l'équation F (u, v, w) = 0 trecroisement de la figure 76 


traçons dans le réseau (u, v) les graphes de la relation (4.2) pour 
des valeurs fixes choisies de w. Inscrivons à côté de chaque graphe 
la valeur correspondante de w. On obtient ainsi l’abaque à entrecroi- 
sement de la figure 76 qui est constitué de trois familles de lignes u, 
v et w. 

Le mode d'emploi de cet abaque découle directement de sa 
construction. Si les variables u, v et w vérifient l'équation (4.1), 
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les lignes cotées u, v et w passent par un point que nous appellerons 
point résolvant ou de résolution. Le mode d'emploi de l’abaque peut 
être schématiquement représenté sous forme de la clef de la figu- 
re 14. 

L'abaque à entrecroisement est à résolution totale, i.e. chacune 
des variables u, v et w peut être inconnue. Aïnsi pour déterminer 
w, u et v étant données, on trouve le point d’intersection des lignes 
dont les cotes sont égales à w et v. La cote de la ligne w passant par 
ce point donne la réponse. Les autres problèmes se résolvent de 
façon analogue. 

Si le champ binaire (u, v) est donné dans un système de coordon- 
nées rectangulaires xOy par les équations 


z = f(u,v), y = g(u,v), (4.3) 


on peut construire la famille de lignes w à l'aide de son équation 
paramétrique qui se déduit de l'équation du champ (4.3) par substi- 
tution à la variable v de son expression (4.2): 


x = flu, Du, w)l, y = glu, D (u, w)l. (4.4) 


Dans les équations (4.4), la variable w est considérée comme un 
paramètre. En l’éliminant on obtient l'équation de la famille de 
lignes w 


Fa (x, y, w) = (. 


Les équations des familles de lignes x et v se déterminent par éli- 
mination successive des variables v et u entre les équations du champ 
binaire (4.3). On obtient 


FF G,yu) =0, Fi Guy, v) = 0. 


Les indices des fonctions F,, F, et F,; montrent que ces fonctions 
dépendent des variables portant le même numéro. 

En construisant l’abaque à entrecroisement de la relation (4.1), 
on peut se donner arbitrairement deux des trois familles de lignes. 
On pourra donc prendre toujours deux familles de droites, mais la 
troisième sera d’une façon générale une famille de courbes. 

En résumé donc, un abaque à entrecroisement peut être construit 
de deux facons. 

La première est synthétique. Lorsqu'on construit un abaque avec 
cette méthode, on trace de façon tout à fait arbitraire un champ 
binaire (u, v) sur l'intervalle de variation des variables, ou bien 
on utilise une échelle fonctionnelle quelconque déjà prête. On trace 
ensuite point par point la famille de lignes w à l’aide de l'équa- 
tion (4.2) dans le réseau (u, v). Dans ce cas on ne recourt pas à un 
système de coordonnées rectangulaires. Il n’est donc pas nécessaire 
de connaître les équations des familles de lignes uw, v et w. 

La deuxième est analytique. Elle est basée sur l'introduction 
d'un système de coordonnées rectangulaires xOy. Dans ce système 
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on se donne des équations arbitraires de deux familles de lignes 
(ou, ce qui est équivalent, des équations du champ binaire). On 
établit l'équation de la troisième famille en se servant de l’équation 
initiale et de l'équation des deux familles données. Ensuite on trace 
indépendamment l’une de l’autre trois familles de lignes qui forme- 
ront l’abaque à entrecroisement de la relation (4.1). 


$ 4.2. Abaque à entrecroisement rectiligne 


Déterminons la forme de l'équation (4.1) qui permet de construire 
un abaque à entrecroisement composé de trois familles de droites u, 


ÿ 


(74 
w 4 u 
U 
7 
Ir 
QE ——————+ 
® 2 œ 
7 4 
Fig. 78. Schéma d’un abaque rectili- Fig. 79. Clef de l’abaque rectiligne à 
gne à entrecroisement pour l'équation entrecroisement de la figure 78 
J @Q 
(4.8) 


v et w (fig. 78). Cet abaque s'appelle abaque à entrecroisement rectiligne. 
Supposons que l’on ait un tel abaque. Les équations de ses’famil- 
les de droites u, v el w s’écrivent: 


fat + gag + 1 = 0. (4.5) 
fox + gay + 1 = 0, (4.6) 
fat + gay + 1 = 0, (4.7) 


où, pour abréger, on a posé f, = f, (u), g1 == g (u), fa == fa (), 
La = Lo (VU), fa = fa (w), gs == £g3 (w). En vertu de la clef (cf. fig. 79) 
les droites définies par ces équations doivent passer par le point de 
coordonnées x et y si leurs cotes vérifient l'équation cherchée. 

La condition de compatibilité du système d'équations (4.5), 
(4.6) et (4.7) par rapport aux coordonnées du point x et y est la 
uullité du déterminant du système 


fa &1 1 
f2 82 1|=0. (4.8) 
fs £a 1 
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1 
ll 


On reconnaît ici l’équation (4.8) représentable par un abaque à entre- 
croisement rectiligne. 

Inversement, si est donnée l'équation (4.8), les équations des 
familles de droites u, v et w se déduisent des équations (4.5), (4.6) 
et (4.7). 

Indiquons maintenant un aulre procédé de déduction de l’équa- 
tion (4.8) représentable par un abaque à entrecroisement rectiligne. 
Eliminons les variables x et y entre les équations (4.5), (4.6) et (4.7). 
Retranchons (4.5) de (4.6) et (4.7) 


eo — Ja) 2 + (La — 81) y = 0, (4.9) 
(fs — f1) Z + (£a — 1) y = 0. (4.10) 
Les équations (4.9) et (4.10) entraînent 
nn fo — J; PAR US fa — 
T Sa — 81 ” T LS —E1 | 
d'où 
Je nine (4.14) 
82 — 81 £3— 681 


L’équation (4.11) est une autre forme d'écriture de l'équation 
(4.8). Ces deux formes ont cours en nomographie. 

Dans l'équation (4.8) on peut introduire identiquement neuf 
paramètres arbitraires et obtenir de nouveau une équation de la 
même forme: 


fi Li 1 
fa 82 11=0, (4.12) 
fa ga 1 
où 
fi == Giifi-t Grogi T3 PRE Gyili tr A2oLi 7 Qys 
ts Tr pe = a Ne ee 
Ggifi FT A328i tas ? daili tr As2Ei + 33 
Le l, 250: 


| Les paramètres Uiye Ayo Air oys Üoos ag: Asp Ugo CL Aya doivent 
vérifier la condition 


Ay1 di js 
Œoi oo Co3 ZA |), (4.13) 
31 Usa 33 
Par un calcul immédiat on s'assure que l'équation (4.12) est identi- 
que à l'équation (4.8). 
Si maintenant l’on écrit les équations des familles de droites u, 


vet w pour la relation (4.12), on constatera que ces équations renfer- 
ment les paramètres. introduits: 
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droites u : 
Gui tdi 1 TT Gi8  dorfr + Gooft + os : 2e 
af es à Conf Goo des 3,14 5,14 
Ag1f1 + 3981 + A3 Ag1]1 + 3981 FT 433 : ( ) 
droites v: 
Gyrfo FGio8o 13 Zola | Ao2E 2 + 93 : AE 
PE A 72 NU RC EP RE 802 A ER 1—=0 4,15 
dg1f2 + Ago£e + U33 d31/9 À A39£o + Aga ÿ " d ) 
droites w: 
Ut1l3 + dos TG x Ao313 + 2283 + Go y+1—=0 (4 16) 
d1f3 | A3 3 + G33 Gg113 1 d3983 + ss | 


Des neuf paramètres introduits dans les équations (4.14), (4.15) 
et (4.16) des familles de droites u, v et w, seuls huit sont essentiels, 
puisque les numérateurs et les dénominateurs des fractions peuvent 
toujours être divisés par l’un des paramètres G31, Ago OU Gags 

La projection de l’abaque à entrecroisement rectiligne de la 
relation (4.8) ou (4.11) consiste donc à choisir ces huit paramètres 
tels que l’abaque soit d’un emploi souple. 


$ 4.3. Abaque cartésien 


On a vu précédemment qu’on pouvait arbitrairement choisir 
le champ binaire (u, v) pour construire l’abaque à entrecroisement 
de la relation (4.1). Il est tout naturel de prendre l’équation du 
champ sous une forme telle que le réseau (uw, v) soit orthogonal. 
L'équation du champ (uw, v) sera donc de la forme 


zx = ml, (u)— al, y=n A (uv) — b1], (4.17) 


où m, n, a et b sont des paramètres de transformation. En construi- 
sant dans le réseau (u, v) une famille de lignes w à l’aide de l’équa- 
tion (4.2), on obtient l’abaque à entrecroisement de la figure 80 
qui est dit abaque cartésien. 

Si l’on pose f, (u) — u et f, (v) — v dans les équations (4.17) 
du champ (u, v), on obtient un abaque cartésien simple à réseau métri- 
que (u,v). Si l’on pose f, (u) = logu et jf, (v) = log v dans les 
équations (4.17), on obtient un abaque cartésien à réseau logarithmique 
(u, v). Pour son tracé on a intérêt à se servir du papier logarithmique. 

Expliquons le sens géométrique des paramètres a, b, m et n. 

Les paramètres a et b définissent la position de l’origine des 
coordonnées. Supposons que les fonctions jf, (u) et f, (v) soient 
monotones croissantes et que les variables z et v évoluent dans les 
limites 


U LU LUg UV LU KL Vo. 
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Convenons de placer l’origine des coordonnées au point du réseau 
(u, v) de cotes u., et v.. On peut alors écrire 
O — mm [fi (ui) — al, O0 = n [f (1) — b], 
d'où 
a = fi (ui), 0 = fr (vi). 


Les paramètres m et n définissent les dimensions du réseau dans 
le sens de l’axe des abscisses et de l’axe des ordonnées. SoientiL,. 


ÿ 


> 

0 ce 4 
l'ig. 80. Schéma d’un abaque carté- 
sien pour l'équation v =  (u, w) 


Ur 


Fig. 81. Construction d’un réseau 
(u, w) dansun abaque cartésien pour 
17 Q és 
l'équation v = © (u, w) 


la longueur du réseau sur l’axe Ox et L,, sur l'axe Oy (fig. 81). Les 
valeurs des paramètres m et n pour lesquelles le réseau admettra 
L, et L, pour longueurs seront tirées des équations 

Le = m [71 (u>) —/i (u:)], 

Ly = nÎfs (Ve) — fe (il 


Lx 

fi (ue) — f1 (us) ? 
Ly 

fo (V2) — fa (1) 


Exemple 24. L'aire des figures contenues dans un livre se cal- 
cule par la formule 


d'où il vient 


It = 


nm = 


W —= uv, 


où u et v sont les dimensions du rectangle comprenant la figure. 
Construisons l’abaque à entrecroisement de cette formule sous 
la forme d’un abaque cartésien à réseau métrique (uw, v). 

Faisons varier u et v entre O0 et 15 cm. Prenons L, = L,, — 


= 150 mm. De là il suit que les modules m et n seront égaux à 10 mm. 
Prenons les paramètres a et b égaux à zéro. 
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Les équations du réseau (u, v) s’écrivent 
zx =A{0u, y = 10. 


L'équation de la famille de lignes w est 


On reconnaît l'équation d’hyperboles équilatères admettant les 
axes Ox et Oy pour asymptotes. Pour construire cette famille dres- 
sons le tableau des valeurs de y comme fonction de x pour des valeurs 
fixes de w. Supposons par exemple que w = 100. IL vient 


___ 10000 


T 


Dressons le tableau 11 à l’aide de cette formule. Traçons la 
ligne w — 100 à l’aide du tableau 11. Construisons de façon analogue 


Tableau 11 


Z 70 | 80 CO | 100 110 120 | 130 140 190 
y |142,9] 125 | 111,1 100 90,9 83,3 | 16,9 | 71,3 | 66,7 
les lignes correspondant aux valeurs w == 10; 20; ...; 90. Menons 


les droites u — 5; 10; 15 et v — 5; 10; 15. On obtient l’esquisse 
de l’abaque représenté sur la figure 82. 

Il sera commode d'utiliser cet abaque de la manière suivante 
(fig. 83). Traçons sur du papier calque la famille de lignes w et les 
axes de coordonnées. Pour déterminer l’aire de la figure rectangu- 
laire appliquons sur cette dernière les lignes w de telle sorte que 
le point © vienne en coïncidence avec le sommet inférieur gauche 
du rectangle et l’axe Ox avec le côté inférieur. On lira la réponse w 
en face du sommet supérieur droit du rectangle. Ce mode d’emploi 
dispense de mesurer les segments uw et v. Ceux-ci sont automatique- 
ment introduits dans l’abaque. 


Exemple 25. Construisons l’abaque cartésien de la formule 


Pr D (4.18 


qui définit le coefficient de Chezy C figurant dans la formule com- 
plète de N. Pavlovski comme fonction du coefficient de rugosité n 
et du rayon hydraulique À. Ce dernier varie entre 0,1 et 3 m, quant 
à n il prend les valeurs discrètes suivantes: 0,011; 0,013; 0,017; 
0,020 ; 0,025; 0,030. Faisons varier C entre 10 et 100. 
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(79) 


Fig. 83. Calcul de l'aire d’une figure rectangulaire à l’aide d'une famille de 
lignes w de l’abaque de la figure 82 


ü—049 
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Représentons la variable C par une famille de droites parallèles 
équidistantes et la variable À par une famille logarithmique de 


0,041 


LU Der Fr ñ 


0,017 
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Fig. 84. Abaque cartésien pour la formule C — NS LE D 


tracé dans un réseau semi-logarithmique (C, R) 


droites parallèles. Compte tenu des limites de variation des variables 
et des dimensions de la figure, prenons les équations du réseau 
(C, R) de la forme 


— 100 (log À — log 0,1), y = 2 (C — 40). 


Inscrivons les cotes des droites À et C sur du papier semi-logarithmi- 
que en vertu de ces équations. Construisons la famille de lignes n 
en utilisant le tableau des valeurs de C, emprunté à un guide prati- 
que d’hydraulique. On trouvera plus bas un extrait du tableau des 
valeurs de € (tableau 12). 

L'abaque de l'équation (4.18) est représenté sur la figure 84. 
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Tableau 12 


Valeurs de C 


$ 4.4. Abaque cartésien rectiligne 


Trouvons la forme de la relation (4.1) représentable par un abaque 
cartésien rectiligne. Supposons que cet abaque a été déjà construit 
(fig. 85). Les équations de ses famil- 


u 
les de lignes s'écrivent : ÿ 
droites u: 
x = fi (u); (4.19) 
, w 
droites v: 
U 
y = f2 (v); (4.20) - 
droites w: 
fa wo) à + 83 (w) y + Rs (w) = 0. 
(4.21) 
En éliminant x et y entre les équa- 
tions (4.19), (4.20) et (4.21) on 
trouve la relation 5 
fifa + f28s hs —0, (422) _—— T 
qui est représentable par un abaque  {ifène cartésion pour l'équation 
cartésien rectiligne. La relation ob- fifs + fogs ha = 0 


tenue s'appelle forme de Cauchy. Elle 
est très importante en nomographie, car les relations à trois varia- 
bles les plus fréquentes en pratique s’y ramènent souvent. 

La forme de Cauchy est élémentaire. En effet elle est constituée 
d'une somme de trois termes, dont le premier est un produit d’une 
fonction de la première variable par une fonction de la troisième 
variable, le second un produit d’une fonction de la deuxième va- 
riable par une fonction de la troisième variable et, enfin, la troisième 


6* 
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une fonction de la troisième variable. Dans les cas particuliers, l’une 
des fonctions jf; ou g; peut être une constante non nulle tandis que 
la fonction h;, une constante susceptible d’être nulle. 

Supposons maintenant que la relation donnée ou proposée est 
de la forme de Cauchy (4.22). Les équations des éléments de son 
abaque sont alors déterminées à partir des équations (4.19), (4.20) 
et (4.21). Mais l’abaque cartésien rectiligne tracé à l'aide de ces 
équations peut s'avérer incommode à l'usage. Pour le rendre pra- 
ticable, introduisons dans l’équation (4.22) les paramètres de trans- 
formation m, n, a et b, en procédant par exemple ainsi: 


[me (4 — a) 2 + {n (fe —b)] À + (af + bg3+ hs) = 0 
On obtient de nouveau une forme de Cauchy 


où les nouvelles fonctions f1, fo, fa, £a et h; sont définies comme 
suit : 


fi=m(fi—a), fa=n(f2—b), fa=fs/m, 
gs = gs/n, Rs = af; + bgs+ hs. 


Les équations des familles de lignes w, v et w contenant les para- 
mètres de transformation s'écrivent : 
famille u: 


x =mMm(f, — a); 
famille v: 


y =n(f; — b); 
famille w: 


h ; + y + afs + bgs+hs= 


Donc les équations du réseau (u, v) représentées dans un abaque 
cartésien rectiligne coïncident avec l'équation du même réseau 
représentée dans un abaque cartésien dont la troisième famille 
est une famille de courbes. La méthode de construction des réseaux 
(u, v) est la même pour les deux abaques. Elle consiste à choisir les 
paramètres mn, n, a et b. La famille w étant une famille de droites, 


D] 


elle est bien plus simple à calculer et à construire qu'une famille 
de courbes. 


Exemple 26. Traçons un abaque cartésien rectiligne pour l'équa- 
tion 


uw + v (e® — 1) — we” = 0, (4.23) 
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DLuLI9; 0Lv<6;, 1<Lw <L6. 
L'équation (4.23) est de la forme de Cauchy (4.22). [ci 
Î1 = U, Îa = V, Îa =, £3 — ev — 4, ha — —we". 


Les équations des éléments de l’abaque contenant les paramètres 
de transformation s’écrivent : 


famille de droites uv: 
zx —m(u — à); 
famille de droites v: 


y =n(v — b); 
famille de droites w: 


TE + —— LL y Lawt+b(e — 1) —we" = 0. 


Les limites inférieures de variation de x et v étant nulles, posons 


a —b —0. Les équations des éléments de l’abaque se récrivent 
alors : 


famille de courbes x: 


Z = MU, 
famille de courbes v: 
Y =; 
famille de droitcs w: 
un — y — we” =). 


mnt 


Calculons les paramètres m el n. Donnons-nous les longueurs 
L, et L,, du réseau rectangulaire (u, v) (cf. fig. 81). Supposons que 
LL — 200 mm, Ly = — 150 mm. Les limites inférieures de w et v 
étant égales à zéro et les limites supérieures respectivement à 3,5 
ct 6, on obtient 


L 2 
M = ——— se — 97,1 & 60 mm, 
Uo —U 9,9 —0 
Ly 150 


= ——=— 


—= 25 mm. 


Donc m — 60 mm et n --25 mm. Les équations des éléments de 
l’'abaque s'écrivent : 
famille de droites u: 


& 
| 
C 
æ) 
& 


famille de courbes v: 
y = 29 v; 
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famille de courbes w : 
D nn De we? — 0, 


L'équation de la famille de droites w se récrit : 


5 wew 
IT wT mr T9 ew—T 
ou 
y = Az + B, 
où 
5 w CE 
A= — D wi DB — 29 ET BE 


Le tableau 13 représente les . de " et B correspondant aux 
valeurs de 1 à 6 de w. 


Tableau 13 


Traçons l’abaque. Construisons un réseau rectangulaire métri- 
que (u,v) de modules m — 60 mm et n -=25 mm. Menons les droi- 
tes u —= 0; 0,5; 1; 1,5: 2; 2,5; 3; 3,5 et les droites v — 0; 1; 2; 
3; 4: 0; 6. Pour tracer les droites w de cotes 1; 2; 3; 4; 5; 6 dres- 
sons le tableau de valeurs de y pour deux valeurs quelconques de 2, 
par exemple pour x = 0 et x — 100. On obtient y = B pour x =0 
et y — 100 À + B pour x = 100. Utilisons ces équations pour dres- 
ser le tableau 14. 

Tableau 14 


y 


pour x=0 pour x =— 100 


1 39,5 15,3 
2 07,8 44,8 
3 78,9 72,4 
4 101,9 98,8 
d 125,8 . 124, 4 
6 150,4 " 149,8 
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Pour tracer la droite w — 1, marquons les points de coordonnées 
z =0et y — 39,5; x — 100 et y —15,3. Menons une droite par ces 


Fig. 86. Abaque cartésien rectiligne” pour l'équation uw + v(ew — 1) — we — 
= 0 tracé dans le réseau métrique (u, w) 


points et affectons-lui la cote w — 1. Les autres droites w se tracent 
de façon analogue. L’abaque est représenté sur la figure 86. Son 
inconvénient est que les droites w -= 4; 5; 6 et les droites v se cou- 
pent sous un angle aigu. 


CHAPITRE 5 


TRANSFORMATION DES ABAQUES 
À ENTRECROISEMENT EN ABAQUES À POINTS 


_ 


ALIGNÉS ET À POINTS ÉQUIDISTANTS 


$ 5.1. Méthode générale de transformation des abaques 
à entrecroisement en abaques à points alignés 
et à points équidistants 


Un grave défaut des abaques à entrecroisement de l'équation (4.1) 
est la présence de trois familles de lignes superposées, qui encombrent 
le dessin et en rendent la lecture harassante. 

Pour pallier à ce défaut on peut par exemple procéder à une 
transformation de l’abaque à entrecroisement en un abaque à poinis 
alignés el à points équidistants, fondée sur la possibilité de choisir 
à la place d’une ou de deux familles de lignes du réseau à entrecroi- 
sement des faisceaux de droites. ou des familles de cercles concen- 
triques. 


Abaque à points alignés. Supposons qu'une des familles de li- 
gnes du réseau à entrecroisement, par exemple la famille w, est un 
faisceau arbitraire de droites 
de centre un point ?. Choisis- 
sons de façon arbitraire la fa- 
mille de lignes v. Traçons la 
famille de lignes uw dans le ré- 
seau (v, w) obtenu à l’aide de 
l'équation (4.2). Faisons cou- 
per le faisceau de droites w par 
une ligne quelconque. Les droi- 
. UE .__, .,, … tes w y déterminent une échel- 
fig. 87. Abaque à points alignés déduit 1, ;;. Retirons ensuite le fais- 
d'un abaque à entrecroisement pour | ur 
l'équation F (u, v,w) — 0, en remplaçant Ceau w en ne laissant sur la 
le faisceau de droites w par son centre ? figure que le centre P et l’échel- 

et l'échelle w le w. Nous obtenons l’abaque 
de la figure 87 qui est constitué 
du point fixe P, du champ binaire (u, v) et de l'échelle 1. 

Pour déterminer w correspondant aux valeurs données de u 
et v appliquons une règle sur le point fixe P et sur le point donné 
du champ binaire. Le point d’intersection de la règle avec l'échelle w 
no donne la réponse. On résout les autres problèmes de façon ana- 
oguc. 
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On peut formuler ainsi le mode d'emploi de l’abaque. Si les 
variables u = ue, v —=v, et w —w, vérifient l'équation (4.1) le 
point du champ binaire coté (us, vo), le point de l’échelle w coté 
w, et le point fixe P sont alignés. 

L'abaque de la figure 87 est un cas particulier de l’abaque à points 
alignés à trois champs binaires (fig. 61) lorsque l'un des champs se 
réduit à un point fixe et un autre champ à une échelle. L'avantage 
de l’abaque obtenu sur un abaque à entrecroisement tient à l’ab- 
sence de la troisième famille qui est remplacée par un point et une 
échelle. Cet abaque peut servir de base 
à la construction d'appareils nomogra- 
phiques puisque le pivotement d’une 
droite autour du point fixe P peut 
sans aucune peine être réalisé méca- 
uniquement. 

En projetant l’abaque il faut choi- 
sir le faisceau de droites w et la famil- 
le de lignes v tels que le champ binaire 
(u, v) soit commode à l’usage. Pour ce 
qui est de l’échelle #, on peut, étant 
donné que son support est arbilraire- 
ment choisi, la graduer de façon à lire lig. 88. Abaque à points équi- 
la réponse sans peine. distants déduit d'un abaque à 

entrecroiscment pour l'équation 

Abaque à points équidistants. Con- A @, v, w) = 0, cn remplaçant 

. 35 , la famille de cercles concentri- 
venons maintenant que l'une des fa- Giés % par leur centre P ct l'é- 
milles de lignes de l’abaque à entre- chelle w 
croisement, par exemple w, est une fa- 
mille arbitraire de cercles concentriques de centre P. Choisissons 
arbitrairement la deuxième famille de lignes v. Traçcons la famille 
de lignes w à l’aide de l’équation (4.2) dans le réseau (v, w) obtenu. 

Coupons la famille w par une ligne. On obtient l’échelle w. Re- 
tirons ensuite la famille de cercles concentriques w et laissons seu- 
lement le point P et l'échelle w. On obtient l’abaque de la figure 88 
formé du point fixe P, du champ binaire (u, v) et de l'échelle w. 

Pour sc servir de cet abaque, il est nécessaire de disposer d’un 
compas. Pour déterminer w pour des valeurs données de uv et v, on 
place une branche du compas en P et l'autre au point donné du 
champ binaire (u, v). Sans modifier l'ouverture du compas faisons 
le pivoter autour du point P jusqu'à son intersection avec l'échelle w 
où on lira la réponse. Les autres problèmes se résolvent de façon 
analogue. LL 

On peut formuler ainsi le mode d’emploi de l’abaque. Si les 
variables u, v et w vérifient l'équation (4.1), le point du champ bi- 
a (u, v) et le point de l’échelle w seront équidistants du point. 
ixe P. 
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L’abaque de la figure 88 est un cas particulier de l'abaque géné- 
ral à points équidistants (cf. $ 12.1). 

Pour tracer l’abaque il faut choisir la famille de cercles concen- 
triques w et la famille de lignes v de sorte à obtenir un champ (u, v) 
commode à l’usage. On peut obtenir la graduation que l’on veut en 
chosissant judicieusement le support de l'échelle w. 


Abaques composés à points alignés et à points équidistants. Puisque 
deux familles de lignes de l’abaque à entrecroisement peuvent être 


D £ 


| j il 


Fig. 89. Abaque composé à points ali- Fig. 90. Abaque composé à points 
gnés déduit d’un abaque à entrecroise-  équidistants déduit d’un abaque à 
ment pour l'équation F (u, v, w) = 0,  entrecroisement pour l'équation 
en remplaçant les faisceaux de droites F(u, v, w) = 0, en remplaçant les 
u et w par leurs centres P, et P,et les faisceaux de cercles concentriques w 
échelles v et w et w par leurs centres P, et P,et 

les échelles z et w 


arbitraires, prenons-les sous forme de deux faisceaux de droites ou 
de deux familles de cercles concentriques. Traçons une famille de 
lignes attribuées à la troisième variable dans les réseaux obtenus, 
puis remplaçons les familles de droites et de cercles concentriques 
par des points fixes et des échelles comme nous l’avons fait précé- 
demment. On obtient les abaques de la figure 89 et 90. L’abaque de 
la figure 89 est un abaque composé à points alignés. La réponse s’ob- 
tient par un double emploi de la règle. L’abaque de la figure 90 est 
un abaque composé à points équidistants. La réponse est donnée par 
deux ouvertures de compas. La méthode de construction des aba- 
ques est la même que précédemment. Les échelles w et w peuvent 
être arbitrairement graduées. 


$ 5.2. Principe de dualité 
Les transformations ultérieures des abaques à entrecroisement 
seront basées sur le principe de dualité. 


Soient deux plans © et ©. Rapportons le plan 6 à un système 
de coordonnées rectangulaires xOy et le plan © à xOy. 
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À tout point M € © de coordonnées c et d (fig. 91), associons 
la droite mCo d'équation 


cx + dy +1 —0. 
Inversement, à toute droite n € o d’équation 
ax + by + 1 —0 (9.1) 


associons le point V € o de coordonnées a et b. 


Fig. 91. Le point M (c; d)et la droite n: az + by + 1 = 0 du plan cet leurs 
images: la droite m: cx + dy + 1 = 0 et le point N (a; b) du plan © 


On appellera éléments duaux le point M € o et la droite m € ©, 
la droite n € o et le point WE. 


Fig. 92. Le point M (c; d) et la droite n: ax + by + 1 = 0 passant par ce 


point et leurs images sur le pu 6: la droite m: ex + dy + 1 — 0 et le point 
N (a; b) situé sur elle 


Théorème 1. Si (cf. fig. 92) le point M € © de coordonnées c et 
d est situé sur la droite n 


az + by +1 —0, 
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la droite m€£€o 
cx + dy +1 =0 
passe par le point N de coordonnées a et b. 


Le point M est situé sur la droite n par hypothèse. Ses coordon- 
nées vérifient donc l'équation de cette droite, i.e. 


ca + bd + 1 —0. 

Pour que le point ŸV soit situé sur la droite m, il faut que 
Ca + db + 4 —0. 

Or ceci est l'équation précédente, 

Théorème 2. Si (cf. fig. 93) des points M;, M, ei M3; du plan © 
sont portés par une même droite n, les droites m:, m, et m; qui leur 
correspondent sur le plan © sont concourantes au point N. 

Supposons en effet que la droite r a pour équation 

ax + by + 1 — 0. 


En vertu du théorème {, la droite m, passe par Ic point N de coor- 
données a et b. On peut en dire autant des droites m, et ma. 

Théorème 3. Si (cf. fig. 94) des droites n1, n, et n3 du plan © pas- 
sent par un point M, les points N,, N, et N, qui leur correspondent sur 
le plan G sont situés sur une même droite m. 


Supposons en effet que c ct d sont les coordonnées du point ÂÀ7. 
En vertu du théorème 1, le point W, doit être situé sur la droite m 


cc + dy +1, —0. 
On peut en dire autant des points NV, et MN. 
__ À toute courbe S € o (cf. fig. 99) associons une courbe $ € o. 
Pour cela nous considérerons que la courbe S est un ensemble de 
points. À chacun de ces points correspondra une droite sur le plan 6, 


et à la courbe S une famille de droites. Définissons la courbe duale S 
comme l'enveloppe de cette famille. 


Théorème 4. Si (cf. fig. 96) des courbes S, et S, du plan © passent 
par un point M, les courbes duales S, et S, du plan © possèdent une 
langente commune m correspondant au point M. 

En effet, le point M est situé sur la droite S., donc la droite m 
qui lui {correspond sera tangente à la courbe S;. De façon analogue 
la droite m sera tangente à la courbe S.. 

À signaler que la correspondance décrite n’est pas univoque. 
Ainsi au point A1 de coordonnées (0, 0), ne correspond aucun point m. 
Inversement, aux droites r passant par le point de coordonnées (0, O), 


$ 5.2] PRINCIPE DE DUALITÉ 93 


Fig. 93. Les points M,, M, et M; du plan 0, situés sur la droite n: ax + by + 
+ 1 = 0 et leurs images du plan o: les droites m,, m, et m3; passant par le 
point À (a; b) 


cT +aÿ +1 =0 


Fig. 94. Les droites nr, #, et #4 du plan © passant par le point A (c; d) et leurs 
images du plan 6: les points N,, N,et N, situés sur la droite m: cx 4- dy + 1 = 0 


Fig. 95. La courbe S du plan o considérée comme un ensemble de points et son 
image sur le plan 0: la courbe S envisagée comme un ensemble de ses tangentes 
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il n'est associé aucun point V. On n’aura une correspondance totale 
en géométrie projective qu'après adjonction de la droite de l'infini 
et des points à l'infini (cf. 7.3). 

La transformation des points, droites et courbes du plan © en 
droites, points et courbes du plan © est dite corrélative. 

Si dans le plan © on fait subir une transformation corrélative 
à un abaque à entrecroisement, il se transforme en un abaque dual 


Fig. 96. Les courbes S, et S, du plan © passant par le point 4 (c; d) et leurs 
images : les courbes S, et S, tangentes à la droite m: cx + dy + 1 = 0 


à clef duale. L’abaque dual peut s'avérer plus souple que l’initial. 
Voilà en quoi réside le principe de dualité en nomographie. 

Utilisons le principe de dualité pour la transformation d’aba- 
ques à entrecroisement de la relation (4.1), composés de trois famil- 
les de courbes, d’une famille de droites et deux familles de courbes, 
de deux familles de droites et une famille de courbes. Appliquons 
par ailleurs le principe de dualité à l’abaque à entrecroisement recti- 
ligne de la relation (4.8). 


$ 5.3. Transformation d’un abaque à entrecroisement 
à trois familles de courbes en un abaque 


« 


à alignement à trois contacts tangentiels 


La clef de l’abaque à entrecroisement à trois familles de courbes 
u, v et w, représentant l'équation (4.1), est celle de la figure 97, a. 
Une transformation corrélative (fig. 97, bd) fait correspondre au 
point d’intersection de ces lignes, i.e. au point résolvant, la droite 
résolvante, et aux courbes u, v et w les courbes u, v et w, tangentes 
à la droite résolvante. L’'abaque dual sera donc constitué de trois 
familles de lignes u, v et w (fig. 98). 

Le mode d'emploi de l’abaque est le suivant. Soit à déterminer w 
d’après des valeurs données de u et v. Repérons les lignes u et v 
ayant ces valeurs pour cotes et appliquons sur elles une règle de 
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4 


a) ë) 


Fig. 97. Transformation d'un abaque à entrecroisement à trois familles curvi- 
lignes pour l'équation F (u, v, w) — 0 en un abaque dual: a) clef de l’abaque à 
entrecroisement ; b) clef de l’abaque dual 


Fig. 98. Schéma d’un abaque à points alignés à trois contacts tangentiels pour 
l'équation F (u, v, w) = 0 


Fig. 99. Construction de la ligne w, comme l'enveloppe des tangentes aux lignes 
U, et Uy, Uo OÙ Ve, . . ., ug Cbt U,, . .., u, et uv, 
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telle sorte que cette dernière leur soit tangente. La cote cherchée 
est celle de la ligne w tangente à la règle. 

L’abaque obtenu s'appelle abaque à alignement à trois contacts 
tangentiels. 

Si dans l’abaque à entrecroisement, les lignes u, v et w devaient 
nécessairement être appliquées l’une sur l’autre pour passer par 
un même point, dans l’abaque dual elles doivent être tangentes à 
une même droite et leur intersection n’est pas obligatoire. 

L'abaque à alignement à trois contacts tangentiels sera commode 
à l'usage si chaque famille de lignes w, v et w est disposée dans une 
bande étroite, et les lignes des familles sont convexes ou concaves 
et non crunodales. 

Etant donné que dans l’abaque à entrecroisement initial les 
familles de courbes uv et v étaient arbitraires, dans l’abaque à ali- 
gnement à trois contacts tangentiels on peut toujours arbitrairement 
choisir les familles de lignes w et v, et tracer la famille de lignes w 
sur un exemple en utilisant les familles de lignes w et v et l’équa- 
tion donnée (4.2). Développons la méthode de construction d’après 
des exemples pour la ligne w = w, (tableau 15). 


Tableau 15 
U U] | U) | see | Uh | Un 
Menons (fig. 99) les tangentes aux lignes uw, et vy, . . ., u, et 
Un, + + «, Un €t v,. Ces tangentes définissent la courbe cherchée w,, 


i.e. l'enveloppe de la famille de droites construites. On trace de 
facon analogue les autres lignes w. 

On remarquera que l’abaque à alignement à trois contacts tan- 
gentiels peut composer un abaque à alignement à trois champs bi- 
naires (fig. 61) lorsque, dans ce dernier, la droite résolvante est 
tangente à une famille de lignes dans chaque champ binaire. Si ceci 
a licu, on dit que la relation nomographique possède un extrémum 
sur les irois variables [58]. 

Supposons par exemple que dans l’abaque à alignement repré- 
sentant la relation 


fa (b, v)—fia(a, u) _ Î56 (W, l)—jjo (a, u) 
Baa (d, V)—Zrio(a, u) 856 (W, t)—gis (a, u)? 


où + est fonction des trois variables u, v et w et des deux paramètres 
a et b 


t — Fu, v, w, a, b), (5.2) 
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la droite résolvante est susceptible d’être tangente aux lignes a, betit 
en des points compris dans les intervalles de variation des variables 
et des paramètres (cf. fig. 100). Cela signifie que la fonction (0.2) 
possède, relativement aux trois variables, un extrémum dépendant 
des deux paramètres. Désignons par £* l’extrémum de t et par u*, 
v* ot w* les valeurs des arguments , v et w qui réalisent cet extré- 
mum. Les valeurs u*, v*, w* ct {* peuvent être repérées sur l’abaque 
par une seule application de la règle. A cet effet il faut appliquer 


&«* 


lig. 100. Schéma d'un abaque à points alignés à trois champs binaires dans le- 
quel la droite de résolution est susceptible d’être tangente aux lignes des fa- 
milles &, bett 


la règle sur l’abaque de telle sorte qu'elle soit tangente aux lignes 
données a et b. La valeur &* sera donnée par la cote de la ligne de la 
famille { tangente à la règle. Les valeurs u*, v* et w* sont données 
par les cotes des lignes uw, v et w passant par les trois points de tan- 
gence. On définit en même temps les domaines des valeurs de u, 
v et w pour lesquelles les valeurs de # sont proches de t{*. Les fron- 
tières de ces domaines sont représentées par des lignes ondulées sur 
la figure 100. 

Ceci suggère une méthode nomographique de calcul de l’extré- 
mum d'une fonction à plusieurs variables et paramètres. Il suf- 
fit pour cela de représenter celte relation par un abaque à aligne- 
ment. En s’en servant comme d’un abaque à contacts tangentiels, 
on obtient la possibilité de résoudre très facilement des problèmes 
d'extrémum et de procéder à des recherches. On n'effectue donc 
aucune dérivation en résolvant les problèmes d’extrémum par la 
méthode nomographique. Cette méthode a trouvé actuellement d’in- 
téressantes applications pratiques [59, 60, 611. Dans le $ G.11 on 
a inclus un abaque (fig. 140) emprunté à l’article [59]. Le problème 
d'extrémum y est résolu par une seule application de la règle. 


$ 9.4. Transformation des abaques à entrecroisement 
constitués de familles de droites et de courbes 


* 


en abaques à alignement à contacts mixtes 


Abaque constitué d’une famille de droites ct deux familles de 
courbes. Supposons que dans l’abaque à entrecroisement de l’équa- 
tion (4.1) seule la famille w est une famille de droites. La clef est 


1—049 
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celle de la figure 101, a. Une transformation corrélative fait corres- 
pondre au point d’intersection de la droite x et des lignes v et w, 
i.e. au point résolvant, la droite résolvante, à la droite w le point 
situé sur la droite résolvante, aux lignes v et w les lignes v et w 


U 


& 
& 


1) ê) 


Fig. 101. Transformation d’un abaque à entrecroisement à une famille de droi- 
tes et deux familles de courbes pour l'équation F (u, v, w) — 0 en un abaque 
dual : a) clef de l'abaque à entrecroisement ; b) clef de l’abaque dual :; 


tangentes à la droite résolvante (fig. 101, b). En définitive on obtient 

un abaque constitué de l'échelle w et des deux familles de lignes 
v et w (fig. 102). 

Le mode d'emploi de cet 

abaque est le suivant. Soit 

TN à déterminer w d'après des 

PR valeurs données de uet v. 

v Appliquons la règle au point 

de donné de l'échelle w de tel- 

/7T&--_ le sorte qu’elle soit tangen- 

MN te à la ligne donnée vw. La 

TK cote de la ligne w tangente 

à la règle donnera la répon- 

Fig. 102. Schéma d’un abaque à points ali- se w. L'abaque obtenu s'ap- 

gnés à un contact ponctuel et deux contacts pelle abaque à alignement 

tangentiels pour l'équation Fu, v, w)=0 à yn contact ponciuel et deux 

contacts tangentiels. Pour le 

construire on peut se donner de façon arbitraire l'échelle w et la fa- 

mille de lignes v. La famille de lignes w peut être tracée comme 

dans le cas précédent d’après des exemples à l’aide de l'équation (4.2). 


Abaque constitué de deux familles de droites et une famille:de 
courbes. Supposons que dans l'abaque à entrecroisementireprésen- 
tant la relation (4.1), les familles w et v sont des familles de droites 
et la famille w une famille de courbes. La clef de l’abaque est repré- 
sentée alors sur la figure 103, a. Une transformation corrélative 
fait correspondre au point de rencontre des droites uw et v et de la 
courbe w, i.e. au point résolvant, la droite résolvante, aux droites 
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u et v les points u et v de la droite résolvante, à la ligne w la courbe w 
tangente à la droite résolvante (fig. 103, b). En définitive on obtient 


4 U 


a) ) 


Fig. 103. Transformation d’un abaque à entrecroisement à deux familles de 
droites et une famille de courbes pour l'équation F (u, v, w) = 0 en un abaque 
dual : a) clef de l’abaque à entrecroisement ; b) clef de l’abaque dual 


un abaque composé de deux échelles x et v et de la famille de lignes 
w (fig. 104). 

Pour déterminer w d’après les valeurs données de w et v, appli- 
quons la règle aux points donnés des échelles w et v de l’abaque. 
La cote de la ligne w tangente à 
la règle nous donne la réponse w. 
L'abaque obtenu est un abaque à 
points alignés à deux contacts ponc- Re 
tuels et un contact tangentiel. 7 Cl 
Pour le construire on peut se don- - L 
ner de façon arbitraire les deux 
échelles v et v et tracer la famille 
de lignes w d’après des exemples 
à l’aide de l’équation (4.2). 

Les abaques des figures 102 


— 
— 


et 104 présentent des contacts 
ponctuels et des contacts tangen- 
tiels. [ls sont dits abaques à points 


DJ 


alignés à contacts mixtes. 


Fig. 104. Schéma d’un abaque à points 

alignés à deux contacts ponctuels et 

un contact tangentiel pour l'équation 
(u, V, w) = 0 


Exemple 27. Construire un abaque à un contact tangentiel et 
deux contacts ponctuels pour la formule (4.18) 


TE _ R°5 Vn-0,13-0,75 VR (Vn-0,1) 


représentée précédemment par un abaque cartésien (fig. 84). 
Les intervalles de variation des variables sont les mêmes que 
précédemment à la limite supérieure près de variation de À, qui 


est prise égale à 1. 


Soient les équations suivantes des échelles C et R: 


7* 
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‘échelle €: 


x — 0, y = 1,6 (C — 10); 
échelle À : 


zx —105, y — 150 (log R — log 0,1). 


Traçons les échelles C'et À définies par ces équations et construisons 
ensuite la famille de lignes n à l’aide du tableau 12. Traçons chaque 
ligne nr comme l'enveloppe de la famille de droites résolvantes. L'aba- 
que est représenté sur la figure 105 pour l'exemple numérique: nr — 
—= 0,017, R —=0,8 m; réponse € = 57. 


$ 9.5. Transformation d’un abaque à entrecroisement 
rectiligne en un abaque à alignement à trois 
contacts ponctuels 


La clef de l’abaque à entrecroisement rectiligne de la relation (4.8) 
est représentée sur la figure 106, a. Une transformation corrélative 
fait correspondre au point d'’intersection des droites u, v et w, i.e. 
au point résolvant, la droite résolvante, aux droites u, v, et w des 
points de cette dernière (fig. 106, b). En définitive on obtient l'abaque 
à points alignés de la figure 107, composé de trois échelles w, v et w. 

Pour déterminer w d'après des valeurs données de u et v, appli- 
quons la règle aux points donnés sur les échelles w et v et lisons la 
réponse w au point d'intersection de la règle avec l’échelle w. L'aba- 
que obtenu est dit abaque à échelles à points alignés. Il possède trois 
contacts ponctuels. | 

Déterminons les équations des éléments de l’abaque à points 
alignés de la relation (4.8), en appliquant aux équations des famil- 
les de droites (4.5), (4.6) et (4.7) de l'abaque à entrecroisement la 
transformation corrélative : 

échelle u : 


z = ji, y — 81; 
échelle v: 

TZ —=Îp Y —= 8) 
échelle w: 


z =fs ! = £3° 


Si l'on applique la même transformation aux équations des 
mêmes familles (4.14), (4.15) et (4.16) contenant les paramètres 
de transformation, on obtient les équations suivantes : 

échelle vu : 


o Qu + Qyo81 + Ga or  Gosfa + doo8r + dog ’ 


D 25 
* Ag1f1 + 03981 FG33 ÿ Gg1f1 + A3o81 + G33 


C 
. 100 
oo! 
go 
80 R,m 
0,0! 
70 
RES 
SE 0,5 
RE 50 04 
CNT 
40 0,5 
RDQN TT 
30 0,2 
0,025 
20 


_n 0,030 
TT. 10 0,1 


Fig. 105. Abaque à points alignés à un contact tangentiel et deux contacts ponc- 
tuels pour la formule C = - RS VR-0,18-0,75 VR(VR-0,1) dual de l’aba- 


que de la figure 84. 


U 
w u 
on 
ÿ U 
a) ô) 
Fig. 106. Transformation a un abaque rectiligne à entrecroisement pour l'équa- 


tion (4.8) en un abaque dual: a) clef de l’abaque à cntrecrvisement ; b) clef de 
l'abaque dual 


Fig. 107. Schéma d un abaque à échelles à points alignés pour l'équation (4.8) 
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échelle v: 


lus dif + Gio8o +8 7 _ do1f 2 + A228o + Gos À 
Gg1f2 À Ag2Lo FU 33 ? Agifo + AgoLo + 433 ? 


8 | 


échelle w : 


x’ __ infg FGo83 T O13 y __ Gorf3-t d9283 + A0 
dg1f3 + A3283 + ass? Ag1f3-ŸF 3283 + a33° 


La projection de l’abaque à points alignés implique comme dans 
le cas de l’abaque à entrecroisement rectiligne le choix de valeurs 
des paramètres de transformation telles que cet abaque soit commode 
à l'usage. 

Des équations des éléments de l’abaque avant et après l’introduc- 
tion des paramètres de transformation, il vient que les nouvelles 


coordonnées x’, y’ sont reliées aux anciennes, x, y, par les relations 
homographiques 


Tr GniT À Gyoÿ + Os 


Ag1T AgoU + Ugs ! 


8 


Hs (5.3) 
FRE GT + d2oÿ + Gog 


A31T + Agoÿ + gs 


& 


Les relations (5.3) sont des formules de transformation projective 
connues en géométrie projective. L'application de ces formules et 
de leurs cas particuliers pour la transformation d’abaques à points 
alignés fait l’objet du chapitre 7. 

On remarquera que l’abaque à points alignés de la figure 107 est 
un cas particulier de l’abaque plus général à points alignés à trois 
champs binaires de la figure 61, dans le cas où les champs binaires 
dégénèrent en échelles. 


$ 9.6. Transformation d’un abaque cartésien rectiligne 
en un abaque à points alignés à échelles rectilignes 
concourantes et à une échelle curviligne 


Nous avons vu précédemment qu’un abaque cartésien rectiligne 
était susceptible de représenter une relation de la forme (4.22), les 
équations des trois familles de droites u, v et w étant définies par 
les relations (4.19), (4.20) et (4.21). Le dual de l’abaque cartésien 
sera composé d’échelles rectilignes uw et v et d’une échelle curviligne 
w, liées par un simple alignement. Pour trouver les équations des 
échelles, réduisons les équations des trois familles de droites (4.19), 
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(4.20) et (4.21) à la forme standard (5.1). On obtient 
(—)2+0.y+1=0, 
fs 
{ 
0: x+ ( —-.) y—+1—=0, 
#24 Ry+i=0. 


D'où l’on déduit les équations des échelles de l’abaque dual: 
échelle u: 


échelle v: 


échelle w: 
T = falhss y = £slhs. 


Le schéma de l’abaque correspondant à ces équations est représenté 


Fig. 108. Schéma d’un abaque à points alignés à deux échelles rectilignes per- 
pendiculaires et une échelle curviligne pour l'équation fif3 + foga + h3 == 0, 
dual de l’abaque cartésien rectiligne de la figure 85 


sur la figure 108. Les échelles rectilignes u et v sont orthogonales. 
Si l’on écrit la forme de Cauchy (4.22) 


Rtrh (5.4) 
les équations des échelles de l’abaque deviennent simplement : 
échelle z: 


échelle V': 


échelle w : 
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Elles se déduisent des équations précédentes par substitution des 
fonctions 


À 1 à 
De ln fa—Fs, gs=Gs, hs=1. 
1 2 


Introduisons dans l’équation (5.4) les paramètres de transforma- 
tion m et n= comme nous l’avons fait pour la forme (3.9): 


mFs nGa — 1 


— 


ml, nf, 


L'équation obtenue rentre de nouveau dans la forme (5.4). Les 
nouvelles équations des éléments de l’abaque s’écriront : 
échelle u: 


zx — me), U — 0 ; (5.9) 

échelle v: 
x —0, y —nF,; (5.6) 

échelle w : 
z =mMmEs y —nNG3. (5.7) 


La présence des paramètres m et nr dans les équations (5.5), (5.6) et 
(5.7) permet de construire des échelles w et v à modules différents 
dans l’abaque de la figure 108. 

À signaler que parfois on a intérêt à se servir d'un système de 
coordonnées obliques pour construire un abaque cartésien recti- 
ligne et son dual (fig. 108). 


$ 9.7. Transiormation d’un abaque cartésien rectiligne 
en un abaque à points alignés à deux échelles 
parallèles et une échelle curviligne 


Commençons par transformer l'équation (4.22). Ajoutons puis 
retranchons le produit /,£g, au premier membre de l’équation (4.22) 


(fo£a — fais) + (ifa + 183) + R3 —0 


ou 
La (a — 1) = —h3 — fi (fa + Le). 
D'où 
es hs fi Ua gs) 
fa — fa pa 
OI 
1 = 83 
fa — fi —h3—f1 (fa t£gs) * 


En divisant le numérateur et le dénominateur du second membre 
par fx + £3, On aura 


1 _ £a/(f3 + £3) 


fo—thi — h3/(f3+£gs)—f1 
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Multiplions les deux membres par le paramètre # 
H—0 __ Hgal(fs+ gs) —0 5.8) 
fo —f1 —hal(fatgs) —fi * | 
L'’équation (5.8) est de la forme (4.11). D'où il vient les équations 
des échelles de l’abaque : 
échelle u : 


z=0, y = f1 ; 
échelle v: 
z=H, ÿ =] , 
échelle w : 
=}? La ie Ra 
dé fs +£3” fa + £3 


L'abaque correspondant à ces équations est représenté sur la 
figure 109. Les échelles rectilignes w et v sont parallèles. 


l'ig. 109. Schéma d'un abaque à points alignés à deux échelles parallèles ct une 


échelle curviligne pour l'équation jf + faga + ha — 0, dual de l'abaque carté- 
sien rectiligne de la figure 85 


On peut encore ’introduire quatre paramètres m, n, a et b dans 
les équations des éléments de l’abaque. À cet effet transformons 
l'équation (4.22) comme nous l'avons fait en conslruisant pour elle 
un abaque cartésien rectiligne, plus exactement 


[m (fi — a) (2 )+ [r (f2—b)] (Æ } + (afs + 083 + hs) = 0. 


Les nouvelles équations des échelles s’écrivent : 
échelle u: 

x =0, y =m (fi — a); 
échelle v: : 
zx =, y=n(f, — b); 


106 TRANSFORMATION DES ABAQUES À ENTRECROISEMENT [Ch. 5 


échelle w: 


y = — mn (af3+bg3+h3) 
nfa+ mes’ nfs + Mg i 


Ecrivons dans un même tableau (tableau 16) les équations des 
familles de droites uw et v de l’abaque cartésien rectililigne de la 
figure 85, et les équations des échelles parallèles x et v de l’abaque 
à points alignés de la figure 109. 


Tableau 16 


Equations des éléments de l’abaque 


tigure 85 | figure 109 
droites u : échelle uw : 
z—m (f, —a) z—0, y=m (f\—a) 
droites v: échelle v : 
y=n (f2—b) z=U, y=n(f;—b) 


On constate à l'examen du tableau 16 que les échelles déterminées 
par les familles de droites parallèles v et v sur les axes de coordonnées 
de l’abaque cartésien sont identiques aux échelles portées par les 
droites parallèles de l’abaque à échelles. Ceci suggère une méthode 
pratique utile de transformation d’un abaque cartésien rectiligne 


en un abaque à points alignés à deux échelles parallèles et une échel- 
le curviligne. 


* 


Traçons à une distance À l’une de l’autre deux parallèles qui 
figureront les supports des échelles w et v. Copions ces échelles sur 
les échelles w et v de l'abaque à entrecroisement, formées par l’in- 
tersection des droites parallèles uw et v avec les axes de coordonnées. 

La disposition des échelles et v sur les droites parallèles de 
même que leurs directions sont arbitraires. Par ailleurs il est pos- 
sible de modifier la graduation des échelles w et v retirées de l’abaque 
à entrecroisement, grâce aux paramètres m, n, a, b et H. Une fois 
qu’on a tracé Les échelles parallèles x et v, on peut construire l'échelle 
curviligne w par la méthode des intersections, en se servant soit de 
l’abaque à entrecroisement de l’équation (4.22) si celui-ci existe 
déjà, soit de l’équation elle-même. 

Construisons par la méthode des intersections un point quelcon- 
que w, de l'échelle w en supposant que les échelles parallèles w et v 
ont déjà été tracées par la méthode décrite plus haut. Prenons deux 
valeurs quelconques u, et u, et à l’aide de la droite w, trouvons 
v, et v, sur l’abaque à entrecroisement (fig. 110). 
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Ces valeurs peuvent être définies par le calcul. Supposons que 
l'équation (4.22) s'explicite en v, i.e. 
v = ® (u, w). 
En portant la valeur w — w, et en posant u = u,, u — u,, il vient 
VU = D (uw, wo), Va = D (us wo). 


Repérons les points de cotes u, et v,, u, et v, sur les échelles 
parallèles w et vet unissons-les par des droites (fig. 111). Le point 


Fig. 110. Détermination des valeurs Fig. 111. Construction du point w, 

correspondantes u, et v1, u, et v, pour par la méthode des intersections 

la droite w, dans un abaque cartésien dans un abaque à points alignés à 
rectiligne échelles et v parallèles 


de rencontre de ces droites fait connaître le point cherché de cote 
w, de l’échelle w. Point par point on construirait l'échelle w. 
La projection de l’abaque implique la détermination des modu- 


les des échelles uv et v, leur sens, la disposition et l’écartement des 
échelles. 


$ 5.8. Abaque cartésien rectiligne approché 
et sa transformation en un abaque dual 


Supposons que l’abaque cartésien de la relation (4.2) 
v = ® (u, w), 
tracé dans un réseau orthogonal (uw, v) défini par les équations 
c= ml (u)—al, y=nlf (v) — b], 


est proche d'un abaque rectiligne sur les intervalles donnés de 
variation des variables (u, Lu <' us, wi Lw Lw,). L’abaque 
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cartésien est représenté sur la figure 112. En remplaçant chaque 
courbe w par une droite w, on obtient un abaque rectiligne approché. 
L'erreur entraînée par cette substitution se calcule aisément 
par comparaison de chaque courbe avec la droite qui l’approche. 
Si la famille de droites parallèles v est régulière ou logarithmique 
et les lignes w sont disposées d’un côté des cordes joignant leurs 


Fig. 112. Substitution approchée aux lignes w de droites dans un abaque carté- 
sien de la relation w = F (u, v) 


extrémités, on peut à l’aide de la méthode décrite dans le $ 3.7 tra- 
cer les droites qui les approchent de telle sorte que l'erreur absolue 
ou relative de l’approximation soit minimale. Pour cela il faut 
joindre les extrémités de chaque ligne w par une corde, tracer une 
tangente à cette courbe parallèlement à la corde et ensuite une 
droite parallèle à la corde et la tangente à égale distance entre ces 
dernières. Une fois toutes les courbes remplacées par des droites, 
on peut calculer l’erreur maximale commise. Supposons qu’elle soit 
admissible. 

On peut ensuite transformer l’abaque cartésien rectiligne en un 
abaque à points alignés à échelles uw et v parallèles et échelle w cur- 
viligne à l’aide de la méthode graphique décrite plus haut. 

La méthode de construction de l’abaque à échelles approché de 
la relation (4.2) repose donc sur la construction et l’analyse d’un 
abaque cartésien de cette relation. Après avoir remplacé les courbes 
w par des droites, on calcule l'erreur maximale d'approximation et 


« 


on construit l’abaque à échelles approché à l'aide du principe de 
dualité. 


Exemple 28. Tracer un abaque à échelles approché à points 
alignés pour la détermination de C par la formule (4.18) 


CL pas Vr-0,18-0,75VR NAS) 


n 
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R varie entre 0,1 et 3 m pour les valeurs fixes suivantes de 7 : 0,011 ; 


0,013; 0,017; 0,020 ; 0,025 et 0,030. Au $ 4.3 on a construit pour 


cette formule un abaque cartésien (fig. 84) dans lequel la famille 


2 ET 


»0,04 


80 

70 0,017 
éj 

se 0,020 
50 0,025 
0,030 

40 

30 

20 

10 [- 

if OZ 03 04 05 Din S 
A, nm 


Fig. 113. Substitution approchéc aux lignes » de droites dans l'abaque carté- 


; . { 2 n— 0,75 VR(Vn- 0. 
sien de la figure 84 pour la formule € = — R2$Va-0,18-0,75VR(Vn-0,1) 


de lignes nr a approché une famille de droites. Le réseau rectangulaire 
(C, R) a été défini par les équations: 


x = 100 (log À — 0,1), y = 2 (C — 10). 


En remplaçant la famille de lignes nr par des droites comme nous 
l'avons décrit plus haut, on obtient un abaque à entrecroisement 
rectiligne approché (fig. 113). 

La plus grande erreur absolue d’approximation de C, qui est 
égale à 1, correspond à n — 0,013. Donc l'erreur absolue sur C 
ne dépasse pas l'unité. 
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L’abaque est représenté sur la figure (114). Les échelles C et Æ 
sont définies par les équations: 
échelle C': 


z—=0, y—2(C— 15); 


échelle R: 


x = 105, y— 1925 (log R — 0,1). 


À, 
3 
© 
{00 
z 
90 
80 ; 
70 ee Ru 
LE 05 
04 
50 
0,3 
40 
0.2 
30 
Q 02° 
NES SL 
0,{ 


Fig. 114. Abaque approché à points alignés pour la détermination de C avec la 
formule C = _ R25Vr-0,13-0,75VR(Vn-0,1) dual de l’abaque cartésien rec- 


tiligne approché de la figure 113 


Les points de l'échelle x ont été construits par la méthode des inter- 
sections au moyen du tableau 17 dressé à l’aide de l’abaque à en- 
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trecroisement rectiligne approché de la figure 113. Le tableau 17 
renferme également la valeur de l’erreur maximale A* pour chaque 
valeur de 7. 


Tableau 17 


66,9 103,7 
93,3 88,4 
" 37,4 69,1 


L'abaque a été construit pour l'exemple numérique: r — 0,017, 
R = 0,8 m; réponse C = 57. 


Exemple 29. Soient donnés [62] trois abaques à entrecroise- 
ment (fig. 115, 116 et 117) pour la détermination de w et { d'après 


Fig. 115. Abaque à entrecroisement liant u, v, w etfi{pour a = Î. 


des valeurs données de u et v, tracés dans: des réseaux métriques 
équivalents pour les trois valeurs fixes suivantes de a: 1; 1,5; 2 
Dans ces trois abaques, les familles de lignes w et { sont proches de 
droites. On demande de transformer ces trois abaques en un abaque 


à points alignés en remplaçant préalablement les lignes w et { par des 
droites. 
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CURRRERE AD PS 
TOC IRTKE 
HRBRELVAN AD PA 
ER RTE 


NAN ARTE 


pi 
En SAS 2 


fig. 116. Abaque à entrecroisement liant u, v, w et t pour & = 1,5 


0 on Dec # 
CEELRSRSE 
Ce CPC, 
COORRERT 
CORRE 
BEC AN ANA ARE 
ED ZNAN AE ARRET 
AE ME 
EANZNUS ER 
AAA 
RAS A EEE 
RAS CETTE 


Fig. 117. Abaque à entrecroisement liant uw, v, w et t pour & = 2 


[Ch. 5 
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On remarquera que si la détermination de w et { d'après des 
valeurs données de et v et une des valeurs suivantes de &: 1; 1,5 
9, à l’aide des abaques cités, ne présente pas de grosses difficultés 


ê) 


Fig. 118. Transformation des abaques des figures 115, 116 et 117 après leur 

superposition et substitution approchée aux lignes w et t de droites en un abaque 

dual : a) clef de l'abaque rectiligne à entrecroisemant approché; b) clef de l'aba- 
que approché dual 


7 
00 
CA œ 
0 1 . de 60 
50 El 
U) A 50 
El 
f IT À 
0 D 
eee re 
Deer ri, ï IT 0 
10 à 
5 4 
-0 


Fig. 119. Abaque approché a pointslalignés dual des abaques rectilignes à entre- 
croisement approchés des figures 115, 116 et 117 


la résolution du même problème pour des valeurs de &« comprises 
entre 4 et 2 et distinctes de 1; 1,5 et 2 demande une interpolation 
complexe entre les abaques. 

Remplaçons les lignes w et t par des droites dans les trois aba- 
ques. Désignons les droites w et t{ par w., et t, dans l’abaque de la 
figure 115, par w, et t, dans l’abaque de Ia figure 116 et par w, et 
t, dans l’abaque de la figure 117 et superposons mentalement les 
abaques de telle sorte que les réseaux (4, v) coïncident. On obtient 


8—049 
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un abaque à entrecroisement rectiligne par chaque point duquelkil 
passe huit droites cotées, plus exactement u, U, W,, Wo, Wa, Li, dos ge 

Utilisons le principe de dualité pour transformer cet abaque en 
un abaque à points alignés. La figure 118, &« représente la clef de 
l’abaque à entrecroisement rectiligne, la figure 118, b celle de l'aba- 
que dual. Une transformation corrélative fait correspondre au point 
résolvant la droite résolvante et aux huit droites u, v, w,, wo, Wa, 
t, & et A des points sur cette dernière. En définitive on obtient un 
abaque constitué de huit échelles w,, w,, wa, v, ty, to, t4 et u liées 
par un simple alignement. Les échelles w,, w, et w; et les échelles 
t., et , peuvent être disposées en champs binaires (œ, w) et (x, t). 

Traçons l’abaque. Menons les échelles parallèles métriques w et v 
en prenant soin que le module de l’échelle uw soit le double decelui 
de l'échelle v. Orientons ces échelles dans le même sens. Construi- 
sons ensuite les points des champs (&, w) et (œ, t) par la méthode 
des intersections. On obtient l’abaque de la figure 119. Cet abaque 
correspond à l'exemple numérique: & — 1,5, u — 30, v — —10; 
réponse w — 10,2 et t — 7. L’abaque illustre bien la relation entre 
u, v, w, t et «&. Il permet d'effectuer une interpolation sur «&. Le 
schéma de cet abaque nous montre qu’il existe des combinaisons de 
valeurs de x et v telles que & n'’influe pratiquement pas sur w et f. 
C'est ainsi que pour uv = 46 et v — 41, on obtient w — 1,8 et { — 42 
quel que soit «€ [1, 2]. 


CHAPITRE 6 


MÉTHODE DE CONSTRUCTION DES ABAQUES 
À POINTS ALIGNEÉS 


$ 6.1. Déduction de la forme canonique fondamentale 
représentable par un abaque à points alignés 


Nous avons obtenu plus haut des abaques à points alignés à champs 
binaires en généralisant la droite représentative d'une fonction dans 
un champ binaire ($ 3.4) moyennant une transformation d’un aba- 


que à entrecroisement ($ 5.1), ainsi que des abaques à échelles par 
transformation d’abaques à entrecroisement rectilignes en abaques 


Z 
Fig. 120. Construction relative à la déduction de la forme canonique Ïsa— he _ 
f f B34— 812 
= Rp , représentée par un abaque à points alignés à trois champs binaires 
56 612 


duaux ($$ 5.5 à 5.8). Pour parachever l'étude de ce problème, con- 
sidérons maintenant la méthode directe d'obtention d'abaques à 
points alignés. 

Soient donnés dans un système de coordonnées rectangulaires 
(fig. 120) les champs binaires (œ,, œ2), (as, œ4) et (æs, &:) définis 
par les équations: | 


S* 
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champ (œ;, &): 


Ti = 19 Yio — Lie) (6.1) 
champ (@z, &a): 

Ta —= J3as Usa — L3a; (6.2) 
champ (œs, ©): 

Lie = J56 Use — L56: (6.3) 


Convenons du mode d’emploi suivant de l’abaque. Repérons 
dans les champs binaires (æ&;, &,) et (&s, &:) les points À et B corres- 
pondants aux valeurs données «&,, &, et &3, &,. Appliquons la règle 
sur les points À et B et trouvons son point de rencontre € avec la 
ligne donnée «;. La cote de la ligne &,; passant par C fait connaître 
la réponse. 

Du mode d'emploi de l’abaque il résulte que les points 4, B et C 
sont alignés. Le point À a pour coordonnées x,, et y1,+, le point B, 
Zgas Y3a, le point C, t5 et y5. Menons par le point À une droite 
parallèle à l’axe Ox et par B et C des parallèles à Oy. La similitude 
des triangles ABD et ACE donne 


AD _ AE 

DB EC” 
En portant AD — xzy4 — Zi DB = Y3a — Yyr, AE == %56 — Lis 
EC = y5 — Y,2 dans l'expression précédente, on obtient 


Po in à per Pre 

Y3a — Yi U56—-Yi2 
En tenant compte des équations (6.1), (6.2) et (6.3), on obtient 
la forme canonique fondamentale 

faa— fus _ f56— lo 


834 — 812 Us6 — B12 ? 
qui a été déduite d’une autre façon au $ 3.4. 
Si l'on admet que les points À, B et C de la figure 120 appartien- 
nent aux échelles uw, v et w, on est conduit à la forme 
Ps Jah (6.5) 
82 — 61 83 — 81 ? 
étudiée au $$ 4.2 et 5.4. 
De façon analogue on obtiendrait (cf. $ 3.4) un abaque composé 
de plusieurs champs binaires par un simple alignement pour la 
résolution du système d'équations 


(6.4) 


f3a — Jo 56 — f19 — à fn-i,n— Je (6.6) 


S3a — 812 858 — £1e £n-1,n 812 


. Mettons les équations des éléments des abaques représentant les 
relations (6.4), (6.5) et (6.6) dans un système de coordonnées rectan- 
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gulaires xOy sous la forme 


= = Bi (6.7) 


Les équations des éléments des abaques contenant les paramètres 
de transformation sont définies par les formules (cf. $ 4.2 et $ 5.4) 


L Qiifi À dioEi + Gi dos] i + AooLi + og 6.8 
a f;i+a g;-t-a L a Î: a . a s ( d ) 
31/Ji 328 i 33 g1fi FT Aso£i +33 


Dans les équations (6.7) et (6.8), les fonctions f; et g; sont celles des 
formes (6.4), (6.5) et (6.6), munies de leur indice respectif. 

La projection des abaques des relations (6.4), (6.5) et (6.6) con- 
siste à choisir dûment les paramètres de transformation. 

Les formes (6.4), (6.5) et (6.6) sont les relations les plus généra- 
les que l’on puisse représenter par des abaques à points alignés à sim- 
ple alignement dans les cas où les abaques sont constitués respective- 
ment de trois échelles curvilignes, de trois champs binaires et de 
plusieurs champs binaires. 

On remarquera que la forme (6.4) peut être considérée comme 
une généralisation de la forme (6.5) et la forme (6.6) comme une 
généralisation de la forme (6.4) au cas d’un système d'équations. 


On a mentionné précédemment que la forme (6.5) pouvait encore 
s'écrire 


fi &1 1 
fa 82 1|—0. (6.9) 
fa &s 1 
La forme (6.4) s'écrit aussi 
Ji Biz 
faa Sa 1|—0. (6.10 
fse &5e ! 


Si l’on envisage comme un problème à à part la représentation de 
systèmes d'équations par des abaques à points alignés, des deux for- 
mes canoniques (6.4) et (6.5) il faut considérer que la première est 
fondamentale, car la seconde en est un cas particulier. 


$ 6.2. Classification des abaques à points 
alignés 


Les abaques à points alignés se divisent en: 

a) abaques à échelles et à champs binaires, 

b) abaques d’une seule équation et d’un système d'équations, 

c) abaques simples (une seule application de règle) et composés 
(plusieurs applications de règle). 
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Les abaques à échelles sont constitués uniquement d’échelles, 
les abaques à champs binaires — de champs binaires qui, dans des 
cas particuliers, sont susceptibles de dégénérer en échelles ou en 
familles de lignes. Les abaques à échelles et à champs binaires 
peuvent représenter aussi bien une équation qu’un système d’équa- 
tions et peuvent être simples ou composés. 

Les abaques d’une seule équation ou d’un système d’équations 
peuvent être à échelles ou à champs binaires, simples ou composés. 

Les abaques simples et composés peuvent être à échelles ou à 
champs binaires et représenter une équation ou un système d’équa- 
tions. 


Abaques à échelles. L'équation à trois variables la plus générale 
représentée par un abaque à échelles à simple alignement est de la 
forme (6.5) ou (6.9) et s'appelle équation de Soreau. L’équation com- 
plète se rencontre rarement. On a plus souvent affaire à ses cas 
particuliers : 


h + fa = fa (6.11) 
fa — fol 3 (6.12) 
fi + Jo ga Îa Es fufofs (6.13) 
fils + fo + ha = 0, (6.14) 
fafofs + (a + fa) £a + Ra = 0, (6.15) 
je st Ile 4 
fe gite (9520) 
Signalons encore une variante de la forme (6.11) 
1 À 1 
A Se PT (6.17) 


et une variante de la forme (6.14) 
= 4. (6.18) 


On peut passer de l’une des formes (6.11), (6.12) et (6.13) à l’autre 
par des transformations transcendantes. Ainsi, en prenant le loga- 
rithme de la forme (6.12), on obtient la forme (6.11). On passe de la 
forme (6.13) à la forme (6.11) par la substitution tg q; = f;, à — 
= 1,250, 

Les formes (6.11), (6.12) et (6.13) sont des cas particuliers de 
l'équation 
À fifof 3 + B'ifof a na B ef sf nn BP fifa + Cfa 1e Cofa LS 

+ Cia + D = 0, (6.19) 


où À, B,, B;, Ba, Ci, Co, Ca et D sont des coefficients numériques. 
L’équation (6.19) s'appelle équation complèle d'ordre nomographique 
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trois. Elle ne contient que les trois fonctions f,, f, et f;, et est linéaire 
par rapport à chacune d'elles. Une particularité importante de l’équa- 
tion (6.19) est qu'elle peut toujours être ramenée à l’une des for- 
mes (6.11), (6.12) ou (6.13) [16, 63] par des transformations homo- 
graphiques sur les fonctions f,, f, et fa. 

De toutes les formes particulières de l'équation (6.19), celle qui 
présente le plus d'intérêt pratique est 


w = Auv + Bu + Cv + D, (6.20) 


elle peut être représentée par un abaque à deux échelles métriques 
parallèles et une échelle projective oblique. 

Les formes (6.14), (6.15) et (6.16) sont respectivement appelées 
forme de Cauchy, de Clark, de Soreau. 

Les formes de Cauchy et de Clark sont des cas particuliers de 
l'équation plus générale 


(lofife + fi + lofe + da) fs E (Mofife + Nuls + Mofa + Ma) £a + 
+ Gofife + Naf + Nofo + N3) h3—=0, (6.21) 


OÙ ps Lys Los Las Mos Mis Mas Mgr Pos llir Po, Ra Sont des coefficients 
numériques. Cette équation s'appelle équation complète d'ordre 
nomographique quatre. Elle contient quatre fonctions f,, fo, fa/hs et 
£a/hA4 et est linéaire par rapport à chacune d'elles. Cette équation 
peut toujours être ramenée soit à une forme de Cauchy, soit à une 
forme de Clark [16]. Si en particulier g; et h; sont des fonctions li- 
néaires de f:, l'équation (6.21) se transforme en une équation du 
type (6.19). 


Abaques à champs binaires. L'équation à six variables la plus 
générale, représentable par un abaque à trois champs binaires liés 
par un simple alignement, est de la forme (6.4) ou (6.10). Les formes 
canoniques à quatre et cinq variables suivantes sont d'importants 
cas particuliers de cette relation: 


forme de Cauchy à champ 


fifaa + fo8sa + hsa = 0, (6.22) 
la variante de la forme de Cauchy à champ 
pà G : 
F. Roue | (6.23) 
forme de Clark à champ 
fifofsa + (ai + fa) Lsa + hsa = 0, (6.24) 


forme de Soreau à un seul champ 


1 2 fire : 95 
Ja &1 FT 803 * ‘s 23) 
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forme de Soreau à deux champs 


__ fist fa 
fs = &i2 FT Esa (0:20) 


Signalons également la forme 


(lofife + fi + lolo + ls) faa + (Mofife + Mufi + Mofa + Ma)£sa + 
+ (nofifo + Naf + lolo + Na) ha = 0, (6.27) 


qui est une généralisation de la forme (6.21). La forme (6.27) peut 
toujours être ramenée soit à la forme de Cauchy à champ (6.22) 
soit à la forme de Clark à champ (6.24). 

Un cas particulier important de l'équation (6.27) est la forme 


t — Auvw + Buv + Cuw + Dwu + Eu + Fu + Gw + H. (6.28) 


De toutes les formes citées précédemment, celles que l’on rencon- 
tre le plus fréquemment sont la forme de Cauchy (6.14) et ses cas 
particuliers (6.11) et (6.12) ainsi que la forme de Cauchy à champ 
(6.22). Pour cette raison nous allons nous pencher tout particulière- 
ment sur la représentation nomographique de ces formes. 

On remarquera que l'équation complète d’ordre nomographique 
trois (6.19) et ses cas particuliers (6.11), (6.12) et (6.13) peuvent être 
représentés par des abaques à échelles rectilignes, des abaques à une 
échelle rectiligne et deux échelles portées par une section conique 
et par des abaques à trois échelles curvilignes [16, 24, 64]. Ces aba- 
ques se distinguent par leur grand pouvoir d'adaptation puisqu'ils 
peuvent faire l’objet de transformations aussi bien projectives 
que non projectives [24]. Mais à des fins pratiques on peut parfaite- 
ment se contenter des abaques rectilignes les plus simples auxquels 
on n’'appliquera que des transformations projectives. 


Abaques de systèmes d'équations. Le système d'équations le 
plus général représentable par un abaque à points alignés à simple 
alignement est de la forme (6.6). Dans la pratique on a souvent 
affaire à ses cas particuliers suivants: 


fa (w) = Afi (u) + Bf; (v), | 6.9 
fa E) = Cf: (u) + Dh (v) ; (029) 
w = ai + bu + civ, , 

t= a+ bu + ca; CE 
W = dyubiutas, | 
É— aouŸ2ut? ; (6-50) 
fa (u) + fe (v) = fs (w), : 
fra Qu, v) = fi (). | (6:92) 
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Les abaques des systèmes d'équations (6.29), (6.30), (6.31) et (6.32) 
sont composés d’échelles parallèles (l’abaque du système (6.32) com- 
prend encore une famille de lignes présentant des contacts tangen- 
tiels avec la droite résolvante). C’est pourquoi on n’examinera la 
représentation nomographique de ces systèmes qu'après avoir étu- 
dié les abaques à échelles parallèles. 


Abaques composés. Les abaques à plusieurs applications de 
la règle conviennent à la représentation d’une classe assez vaste 
de relations à plusieurs variables. Signalons les formes les plus 
courantes représentables par des abaques à échelles simples à double 
ou triple alignement : 


hi + fa = fa + fa (G.33) 

fi + fe = fafas (G.54) 

fa + fa + fs = als (6.55) 
fifa + Le = fafas (6.36) 


Etudions l’abaque composé d’un abaque à points alignés et d’un 
abaque à entrecroisement. 


$ 6.3. Abaques à points alignés à deux échelles 
rectilignes et une échelle curviligne 


La représentation nomographique des équations (6.18) et (6.14) 
a été étudiée au $$ 5.6 et 5.7, où l’on a obtenu les équations des 
éléments des abaques impliquant les paramètres de transformation 
et développé une méthode pratique de transformation d’un abaque 
rectiligne cartésien de la relation (6.14) en un abaque à deux échelles 
parallèles et une échelle curviligne. 

Ecrivons les équations des éléments des abaques des relations 
(6.18) et (6.14) dans le système de coordonnées rectangulaires xOy 
et citons un exemple détaillé de construction d’un abaque concret. 


Cas d'’échelles concourantes. Les équations des éléments de l’aba- 


que de la relation (6.18) s’écrivent dans le système de coordon- 
nées xOy: 
échelle u: 
z=m#,, y—=0; 
échelle v: 
z=0, y=nFf,; 
échelle w: 
z=mMmêz y = nGz 
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On supposera que les paramètres m et n sont positifs. On sait par 
ailleurs que la forme de Cauchy (6.18) peut s’écrire 


(— Fa) C3 


Ê a = { 
(—#1) 
Ou encore 
Fa re (— Ga) ue { 
ls (— lo) | 


On peut tracer l’abaque dans un système de coordonnées oblique. 
La construction de l’abaque implique le choix de l’angle de coor- 
données, des paramètres m et nr et des sens des échelles. 


Cas d’échelles parallèles. Dans un système de coordonnées rec- 
tangulaires xOy, les équations des éléments de l’abaque de la rela- 
Lion (6.14) s'écrivent: 

échelle u : 

&=0, y=ml—a); 

échelle v: 

z =, y=n(f,; — b); 
échelle 1 : 
ÎImgs __ — mn (af; +bg3+hs) 
nf + mes” F— nf 1 ME 3 DE 


On supposera que les paramètres m et n sont positifs. En formant 
les équations des éléments de l’abaque on ne perdra pas de vue 
que la forme de Cauchy (6.14) peut encore s’écrire : 


(—f1) (—fs) + fogs + ha = 0 


L = 


où encore 
fifa + (—fe) (—83) + ha = 0. 


Dans le premier cas c’est le sens de l'échelle x qui varie, dans le 
second, celui de l'échelle v. On obtiendrait le même résultat en sup- 
posant que les paramètres m et n sont des nombres algébriques. 

La projection de l’abaque implique le choix des paramètres 
I, m,n, a, b et des sens des échelles parallèles. Cette projection 
est simplifiée par le fait que les cinq paramètres admettent une inter- 
prétation géométrique suggestive. Le paramètre 7 représente l’écar- 
tement des échelles parallèles, les paramètres »# et n les longueurs 
des échelles w et v, les paramètres a et b la disposition respective 
des échelles z et v. 

Lorsqu'on choisira les paramètres de transformation et le sens 
des échelles parallèles il faut 

4) vérifier si le support de l’échelle curviligne coupe les échelles 
parallèles, est une ligne monotone ou possède des extrémums ; 

2) établir laquelle des variables u, v et w est à chercher et si ses 
limites de variation sont complètes ou incomplètes. 
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On s'arrange généralement, si cela est possible bien sûr, pour 
placer l'échelle de résolution entre celles des grandeurs données. 
Mais dans certains cas (par exemple lorsque les limites de variation 
de la variable cherchée sont incomplètes) on aura peut-être plus d'in- 
térêt à disposer cette échelle à l’extérieur. 

Si l'échelle w ne coupe pas les échelles rectilignes, par un choix 
convenable de leurs directions on peut toujours la disposer entre 
les échelles parallèles, puis en se donnant la longueur L de l’abaque 
déterminer les modules des échelles uv et v. Les paramètres a et b 
peuvent être déduits à partir de la condition que les limites infé- 
rieures des échelles w et v sont situées sur l’axe Or. 


Exemple 30. Construisons un abaque à points alignés dont les 
échelles w et v sont parallèles et l'échelle w curviligne pour l’équa- 
tion (4.23) [41] 


uw ++ 0 (e® — 1) — wet = 0, 
qui a été représentée au $ 4.4 par un abaque cartésien rectiligne 
(cf. fig. 86). Les intervalles de variation sont: 0 Lu < 3,5; 0 < 
LLvE6;, 1Lw<6. 
En comparant l'équation (4.23) avec la forme de Cauchy (6.14), 
on obtient 
fimu, fav, fa=w, g3—=e"—1, h;3= —1we". 
Les équations des éléments de l’abaque s’écrivent: 
échelle u: 
xz=0, y—=ml(u — a); 
échelle v: 
z=}{H, y—=n(v—b); 
échelle w: 
__ Hm(ew—1) RL [aw + b (eW— 1) — wew] 
— nw + m (ew—1) ? 1 nuw + mi(ew — 1) 
Posons a — b — 0, puisque les limites inférieures de variation 
de w et v sont nulles. Déterminons les paramètres m ct n à partir de 
la condition Z — 220 mm. Il vient 


220 = 3,5-:m, 290 = G:n, 
D'où 
= 22 = 62,9 mm, nette um. 


Posons m — 65 mm et n — 37 mm. Supposons que H — 150 mm. 
Les équations des échelles s’écrivent alors 
échelle u : 


t'="0,. y 090: 
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échelle v: 
x = 150, y = 37 v; 
échelle w: 
150.65 (ew— 1) 65.37wev 
FT Sw+6s(ew—t) 7 Su 65 (1): 
u 


D 


Fig. 121. Construction de l'échelle w dans un abaque à points alignés pour l’équa- 
tion uw “+ v (ew — 1) — wew — 0 par la méthode des intersections 


La figure 4 (cf. Introduction page 8) représente l’abaque de ces 
équations. 

On peut tracer facilement l’abaque de la figure 1 sans en calculer 
les échelles d’après les équations obtenues. En effet Les échelles w et 
v étant métriques on peut les tracer sans calcul. L’échelle curviligne 
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w peut, quant à elle, être construite par la méthode des intersec- 
tions. À cet effet résolvons l'équation (4.23) par rapport à la varia- 
ble v. On obtient 

w (eW— u) 


U — 
ew—1 


Dressons le tableau 18 à l’aide de cette formule. 


Tableau 18 


L’abaque se construit ainsi. ‘lraçons des échelles et v paral- 
lèles, métriques et de même sens, de modules 65 et 37 mm respective- 
ment. Disposons les échelles symétriquement à une distance de 
150 mm l’une de l’autre. Utilisons le tableau 18 pour construire par 
la méthode des intersections les points de l'échelle w cotés 1 ; 2; ...; 6. 
Ce sont les points d’intersection de deux faisceaux de droites, dont 
les centres sont les points cotés 4 et 2 de l’échelle w. Ainsi le point 
coté 3 de l'échelle w est le point de rencontre des droites unissant 
les points des échelles u et v cotés 1 et 3, 2 et 2,84. La figure 121 
représente l’esquisse de l’abaque ainsi construit. 


$ 6.4. Abaque à points alignés à échelles 
rectilignes concourantes 


Si dans la forme (6.18), on pose G,; — F,, on obtient la formu- 
le (6.17) 
1. 1. 13 
M 
Les équations] des éléments de son abaque s’écrivent: 
échelle u : 


z=mês y —=0; 
échelle v: 
TZ = 0, y —= nl; 
échelle w: 
z=mês, y =nF;. 


Lé 


Des équations de l'échelle w il résulte que son support est la droite 
passant par l'origine des coordonnées. Les échelles w et v passent 
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également par ce point. L’abaque est donc constitué de trois échel- 
les rectilignes concourantes. 

La méthode de construction de l’abaque de la forme (6.17) est 
analogue à celle de la forme (6.18). 


Exemple 31. Construisons un abaque pour la formule 


Â { { 
PTE] 
sur l'intervalle [0, 10] de variation de u et v. 


ÿ 


0 DE 10 


Fig. 122. Abaque à points alignés à trois échelles rectilignes concourantes pour 


1 À 
la formule — + = + 


L'intervalle de variation de w est [0, 5]. Posons m — n — 5 mm. 
Les équations des éléments de l'abaque s'écriront alors: 

échelle u : 

T —9 LL, = 0 ; 
échelle v: 

z =0, y —=5v; 
échelle”w : 

ZT =—DW, y — 9 Ww. 


De ces équations il résulte que les échelles w et v sont métriques et 
ont les axes de coordonnées pour support. L'échelle w est rectiligne 
et métrique, elle a pour support la bissectrice de l'angle des coor- 
données. 
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Traçons sur les axes Ox et Oy les échelles métriques uw et v de modu- 
le 5 mm entre 0 et 10. Menons la bissectrice de l’angle des coordon- 
nées, puis par les points cotés de l’échelle uw, des droites auxiliaires 
parallèles à l'axe Oy jusqu’à leur intersection avec cette bissectrice. 
Elles déterminent l'échelle w sur cette dernière. Ce procédé est basé 
sur l’utilisation, pour la construction de l'échelle w, de la première 
équation x — 9 w. La figure 122 représente l’abaque construit par 
ce procédé. La droite résolvante est positionnée par la solution de 
l’exemple numérique: u — 5, v — 8; réponse w = 3. 


$ 6.5. Abaque à points alignés à trois 
échelles rectilignes parallèles 


Dans la forme de Cauchy (6.14), remplaçons les fonctions 3, 


get hs par fa £a et À; et posons ensuite fs = 1, gg = 1 et hs — —f4. 
On obtient la forme (6.11), 
fi d Ja 7 Îs. 
Les équations des échelles de l’abaque de cette forme s’écrivent : 
échelle u: 


z =0, y =m(f — à); 
échelle v: 
z =, y =n(f; — b); 


échelle w: 


m IT mn 


7 om+n’ IT m+n (f3—a—b). 


Le schéma de l’abaque est représenté sur la figure 123. 


Fig. 123. Schéma d'un abaque à points alignés à trois échelles parallèles pour 
la forme f; + fr = fs 


Des équations des éléments de l’abaque il résulte que les échel- 
les u, v et w sont portées par des droites parallèles. L'écartement 
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des échelles extrêmes u et v est égal à ZJ, celui des échelles uw et w à 


mil 
m+n"° 
Calculons l’écartement des échelles w et v. Il vaut 
nH 
m—+n 
Posons 
= ml = ni 
1 min 2? mn: 
Il vient 
l sm 
l + L = H et re —= A 


Mettons l'équation (6.11) sous la forme 
fa + (—fs) = (—fn) ot fa + (fa) = (fo) 


on obtient des abaques dans lesquels les échelles x et v sont média- 
nes. On suppose toujours que les paramètres m et n sont positifs. 
irons les paramètres m et n à partir de la condition d'égalité 
des longueurs des échelles w et v à une grandeur donnée L, qui est 
la hauteur de l’abaque. Déterminons les paramètres a et b à partir 


de la condition que les extrémités inférieures des échelles w et v sont 
situées sur l’axe Ox. 


D! 


Exemple 32. Traçons un abaque à trois échelles parallèles pour 
la formule (2.7) 


P = 50 + 0,75 (T — 150) + 0,25 (A — 20) 
sur les intervalles suivants: 
150 & TL 190 cm, 20 < À < 80 ans, 50 KL P L 95 ke 
Mettons (2.7) sous la forme E 
0,75 (T — 150) + 0,25 (4 — 20) = P — 50 
et comparons avec (6.11). Il vient 
fs —= 0,75 (T — 150), f, — 0,25 (4 — 20), f; = P — 50, 


Ecrivons les équations des éléments de l’abaque en posant directe- 
ment a — b —0: 


échelle T': 
zx =0, y —=m:0,75 (T — 150); 
échelle À : 
z = H, y = n:°0,25 (A — 20); 
échelle 2 : 
mH mn 


mEn x D re Cd À 
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Convenons que la hauteur de l’abaque est L — 200 mm et que 
la largeur est ZI — 150 mm. 

Déterminons le paramètre m à partir de la condition que la 
longueur L de l’échelle T doit être égale à 200 mm. On a 


200 — m-0,75 (T, — 150) — m-0,75 (T, — 150), 
où /', — 190 cm et T, — 190 cm. D'où 


Posons m — 6 mm. Il vient 
L — 6-0,75.40 — 180 mm, 


Déterminons le paramètre n à partir de la condition Z == 200 mm. 
On a 


200 = n-0,25 (4, — 20) — 0,25 (A, — 20), 
où À, — 20 ans, 4, — 80 ans. D'où 


__ 200 


N= = 13,3 mm. 


Posons 7 — 12 mm. On a 


L — 12-15 — 180 mm. 


Donc m — 6 mm, n — 12 mm et À — 150 mm. Pour ces valeurs 


des paramètres, les équations des échelles de l'abaque s'écrivent : 
échelle T: 


x —=0, y —6-0,75 (7 — 150); 
échelle À : 
x = 190, y — 12:0,25 (A — 20); 
échelle P: 
6.150 6-12 : 
THE 12 ? y=5 rs (—50). 


Les modules des échelles métriques T, À et P valent donc respec- 
tivement 


Mr — 6-0,75 — 4,9 MIN, A — 12-0,25 — 3 mm, 


ne 6-12 —. 
PT 512 Pn 
et l’écartement /, des échelles T et P 


6-150 
+12 —= oÙ mm. 


9—049 
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Les points des échelles T, P et À cotés respectivement 150 cm, 
50 kg et 20 ans sont situés sur l’axe Ox, car les ordonnées sont nul- 
les pour ces valeurs des variables. Ces données suffisent à construire 


Z cm P, kg À, ans 
190 


0 
50 
180 
80 
Mé ef 
160 


45 


150 50 
Fig. 124. Abaque à points alignés pour la formule (2.7) 


l’abaque. L'’abaque représenté sur la figure 124 correspond à l’exem- 
ple numérique: T — 170; cm, — 30 ans; réponse P — 69 kg. 


$ 6.6. Abaque à points alignés à échelles 
parallèles pour un système de deux équations 
Soit le système/d’équations (6.29) 
É (w) = Af1 (u) + Bf: (v), | 
fa (&) = Cfi (u) + Df2(v), 
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où À, B,C et D sont des coefficients numériques. Ce système peut 
être représenté par un abaque à échelles parallèles u, v, w et t à sim- 
ple alignement. 

Ecrivons tout d’abord les équations des échelles de l’abaque de 
la première équation du système (6.29), qui contiennent les para- 
mètres FH, m, n, a et b: 

échelle u: 

t =0, y =m(Af — à); 

échelle v: 

EH; yen (bls—0)S 

échelle w: 


mH mn 


— m+n D mn (f3— a — D). 


Prenons les échelles w et v de l’abaque représentant la deuxième 


équation du système (6.29) identiques à celles de l’abaque de la: 


. D 4) — È Ü 
TE 
mil Re. = = 
M+A FFSO 
m'A D 
m'+n! F Ses 
y : 
o+ - 


Fig. 425. Schéma d'un abaque à points alignés à quatre échelles parallèles liées 
par un alignement pour le système d'équations (6.29) 


première équation. À cet effet il faut déterminer les paramètres 
m',n’, a'et b’ figurant dans les équations des échelles parallèles 
à partir des conditions mA = m'C, nB = n'D, ma = m'a’, nb — 
— n'b". D'où il vient 


' mA ' nB , aC / bD 
ES —— NN —= —— D — = ——— 
m CG: D? a 7 à b TRE 
Les équations de l'échelle # s’écrivent donc: 
m'H m'n' RE : 
e m'-n" ° Inn (aa — 0°). EE 


On supposera que les paramètres m' et n° sont positifs, ie. les 
coefficients À et C sont de même signe ainsi que les coefficients. B 
et D. La figure 125 représente l’abaque. La projection de l'abaque: 


9* 
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implique le choix des paramètres 7, m, n, a et b. Le paramètre H 


est déterminé à-partir de la condition d'obtention d’un abaque de 
largeur donnée, les paramètres m et r à partir de la condition d'égalité 
des longueurs des échelles & et v à une longueur donnée Z, les para- 
mètres a ct b à partir de la condition de disposition des extrémités 
inférieures des échelles w et v sur l’axe Ox. 
Les systèmes (6.30) et (6.31) 

w = a; + byu + civ, | 

t— a+ bou + ca ; 

wW = audits, | 


t— aouvrvez, 


As Vus Cu Go, Datet c, étant des constantes, sont des cas particuliers 
importants du système d'équations (6.29). 
Le système (6.30) se ramène au système (6.29) moyennant la 

transformation 

W — a, —= bu + cv, 

É — Go = dou + Cov. 
Donc 

fa — U, fo — V, fa = W — d;, fa = l — a, 
À =, B=c, C—=0b,,, D = 0. 


En prenant le logarithme du système (6.21) on obtient le systè- 
me (6.29) 


log . = db, logu<+c;logv, 


log —— D, log u + c2 log v. 
2 
Donc 


fi=logu, fa=logv, flo, fil, 


À = b:, B = c:, C = by D = cs. 


Les échelles de l’abaque du système (6.30) étant toutes métri- 
ques, et celles de l’abaque du système (6.31) toutes logarithmiques, 
on peut construire ces abaques sans calcul. Pour cela il faut d’abord 
tracer les échelles métriques ou logarithmiques u et v avec des modur- 
les arbitraires et repérer ensuite par la méthode des intersections 
deux points de l'échelle w et deux points de l'échelle t, puis faire 
passer par ces points les supports rectilignes des échelles que l’on 
graduera avec des canevas métriques ou logarithmiques. 
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$ 6.7. Exemple de construction d’un abaque 
à points alignés à échelles logarithmiques 
parallèles pour un système de deux équations 


Construisons un abaque pour le système d'équations [65] 


PT 3 — ah 


qui se présente en hydraulique dans le calcul des lits paraboliques 
d’équation y? — 2px, p étant le paramètre de la parabole; À la 
profondeur ; b la largeur du lit à la profondeur h; m le coefficient 
d'écartement des talus à la profondeur 
h. Les quantités p, hk et b sont mesu- 9 
rées en mètres. 20 
Les intervalles de variation sont : _ 
1ZLbLI, 01 LALA, 01LpE | CO | 
< 400, 0, 2<m << 30. 
Ecrivons Je système d'équations 
(6.37) sous la forme 
log (8p) = 2 logb— log À, 15 ire 
log (4m) —logb—logh 
et comparons avec le système principal fig. 126. Schéma d’un abaque À 


0,f 


(6.29). Il vient points és à SR D 
Ogarithmiques parallèles liées 
fi =1lo0g0, fs — —logh, par un alignement pour le sys- 

— log (8p), fa — log (4m), tème d'équations (6.37) 


A =2, B—=1, C—1, D —1. 
L'abaque est représenté sur la figure 126. L'’échelle b est orientée 
vers le haut, l'échelle À vers le bas. 


Les équations des éléments de l’abaque s’écrivent : 
échelle b: 


z —0, y —m (2 log b — a): 
échelle À: 


z = H, — n (—log À — b); 
échelle p 
mH mn 
— — -= log (8p) — a—b 
* mn D mn 08 ( p) - 1; 


échelle m : 
_ m'IT __ mn 
mnt mn fLn’ 


Nous avons désigné les paramètres de transformation par mn ct b: 
pour ne pas les confondre avec les variables essentielles. Les para- 


[log (4m) — a° -- b]. 


- 
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mètres m', n', a’, b’ sont définis par les formules 
1 ? 9 
m' —92m, n'—=5ùù, a —0,5a, b" — b. 


Prenons la hauteur de l’abaque Z — 160 mm et la largeur H — 
— 130 mm. Tirons les modules m et n à partir des équations 
160—2m log ©, 1607 log. 
D'où 
D 80 80 
7 Log20 1,3 
160 160 


Boo do 0 nm. 


Posons m == 125/2 = 62,5 mm, n — 100 mm. Alors 


m' — Om == 2-62,9 — 125 mm; n' —=n —= 100 mm. 


& 61,5 mn, 


Prenons les paramètres a et b tels que les points de cotes b — 1 
et h — 4 soient situés sur l'axe Ox. Les ordonnées de ces points 
doivent être nulles, i.e. 

O — m (2 log1— a), 0 = n (—log 4 — b). 

Il résulte a — 0 et b — —log 4. D'où a’ == 0, b' = —Ilog 4. 
Les équations des éléments de l’abaque s'écrivent donc: 
échelle bd: 

x =0, y — 125 log b: 
. échelle A: 
z=130, y=100 log +; 

échelle p: 

__ 62,5-130 6215100 je (a0 
T = 62,5L100 Ÿ 69,5 400 08 (92D) ; 
échelle m : 


125-130 125-100 


= 35-1130 Ÿ 195100 08 (10m). 


Les équations des échelles p et m peuvent encore s'écrire: 
échelle p: 


z = 00, y — 38,9 log (52p); 
échelle m: 
z — 72,2, y — 99,6 log (16m). 
Calculons les ordonnées des points de cotes p = 1 et m — 1 des échel- 
les p et m. Pour le point p —= 1 on obtient 


y — 38,5-log 32 — 38,5.1,504 — 57,9 mm, 
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et pour le point m —1 


EXEMPLE D'UN ABAQUE POUR UN SYSTÈME D'ÉQUATIONS 435 


y — 99,6-log 16 — 55,6-1,204 — 66,9 mm. 


Nous avons tout pour construire l’abaque à l’aide des canevas 


logarithmiques. Retraçons-le en 
y indiquant le sens, le module et 
les dimensions des échelles 
(fig. 127). Préparons des canevas 
logarithmiques de modules 38,5; 
09,6; 100; 125 mm et tracçons 
l'abaque. La figure 128 représente 
la solution de l'exemple numé- 
rique: p — 9 m, À — 0,6 m; ré- 
ponse : b — 4,9 m, m — 2. 
Construisons maintenant les 
échelles p et m par la méthode des 
intersections. Prenons les échel- 
les logarithmiques b et k de mo- 
dules 125 et 100 mm. Orientons 


4 


> 
5% 
1 —> 3 
LE — Da 


Fig. 427. Schéma d’un abaque à points 
alignés à quatre échelles logarithmi- 
ques parallèles pour le système d’équa- 
tions (6.37) avec indication du sens, du 
module et des dimensions des échelles 


l'échelle b vers le haut et l'échelle À vers le bas. Disposons ces échel- 
les sur des droites parallèles telles que les points des échelles b et À 


0,2 


Û,m 
20 
p,m 
{00 
0 50 10 
10 
5 — —— — —— 5 = 
4 
E) { 
0,5 
2 
Of 


1 


Â,m 


m 0,1 


— —— ——— —— 
— — 


3 


[A 


Fig. 128 Abaque à points alignés à quatre échelles logarithmiques parallèles 
liées par un alignement pour le système d équations (6.37) 
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de cotes 1 et 4 soient situés sur une horizontale. Plaçons ces échel- 


les à une distance de 130 mm l’une de l’autre et construisons-les 
à l’aide de canevas logarithmiques. 


b,m P,m mm fi, 
170 
Lé d É 
G,à 
0,5 
: 0,4 
0,5 
(Prrre 
Le. re _ ? 
3 
Ar & 


Fig. 129. Construction des échelles p et m dans un abaque du système d’équa- 
tions (6.37) par la méthode des intersections 


Résolvons la première et la deuxième équation du système (6.37) 
par rapport à h. On obtient 


b? b 
ie, et Dr 
Posons p — 1 m; p — 10 m; m = 1; 5 nr — 10 et calculons À pour 
des couples convenables de valeurs de b dans l'intervalle 1 < db < 20. 
On obtient les tableaux 19 et 20. Construisons les points p = 1 m; 
p —=10 m; m — 1 et m — 10 par la méthode des intersections en 
utilisant les tableaux 19 et 20. On obtient l’abaque de la figure 129. 


Les échelles p et m sont ensuite graduées à l’aide de canevas loga- 
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Tableau 19 Tableau 20 


rithmiques. Pour les préparer on reporte sur des bandes de papier 
les intervalles délimités par les points p — 1 met p — 10 m,m —1 
et m — 10 à l’aide du triangle des échelles logarithmiques. 


$ 6.8. Abaque à points alignés à trois 
échelles parallèles et une famille de lignes 


Dans la pratique on a souvent affaire à des systèmes d'équations 
se ramenant à la forme (6.32) 


fa (u) + fa (v) = fs (w), | 
Jia (u, v)= ja (8). 


La première des équations du système (6.32) peut être représentée 


par un abaque à points alignés à échelles u, v et w parallèles. En 


U Ê (D) U 
Ne 


Fig. 130. Schéma d’un abaque points alignés à trois échelles parallèles et une 
famille de lignes liées par un alignement pour le système d'équations (6.32) 


utilisant les échelles w et v de cet abaque, on peut, sur des exemples 
(cf. $ 5.4), construire un abaque à deux contacts ponctuels et un 
contact tangentiel pour la deuxième équation du système. On obtient 
ainsi un abaque sur lequel le système d'équations (6.32) sera résolu 
par un simple alignement. La figure 130 représente le schéma de 
l’abaque. Cet abaque possède trois contacts ponctuels et un contact 
tangentiel. 
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Exemple 33. Soit à représenter le système d'équations [35] 
Q=(bh + mh2) v, \ 
v=C y Ri, \ (6.38) 
4—=b+2h V 1+ m2, | 


utilisé dans le calcul hydraulique des canaux trapézoïdaux. Les 
quantités À et C sont auxiliaires et se déterminent par les formules 


> bh+mh? c=2Lp25 Vu-0,13-0,75 VR(Vn-0,1) 
b+2h V 14m ? n 


m, n et b sont des constantes. Ici Q est le débit, v la vitesse, À la pro- 
fondeur, à l'inclinaison, x le périmètre mouillé, m le coefficient 
d'écartement des talus, n le coefficient de rugosité, b la largeur du 
canal au fond. 

Les quantités m, n et b étant constantes, désignons-les par mo, 
no et D. Le système (6.38) s'écrit alors 


Q =ViF(h), (6.39) 
Q = (bjh + mo?) v, (6.40) 
= 6.41 
2V 1+mè ”? ( ) 
où 
F (h) = DA K 
5 Va 50,75 g/ — Vohtmoht 0 
ne. 2,5 Vno+0,37—0,7 V bot2h Vi+mË Ne 
ravis 


La marche à suivre pour représenter le système d'équations 
(6.39), (6.40) et (6.41) est la suivante. Prenons le logarithme de 
l'équation (6.39) 


log Q = log F (h) + log Vi 


et représentons-la par un abaque à échelles parallèles. Construi- 
sons la famille de lignes v à l’aide de l'équation (6.40) et des échelles 
hk et Q sur des exemples. Utilisons ensuite l’équation (6.41) pour 
accoler l'échelle y à l’échelle }. 

Construisons un abaque de ce type pour le cas où m, —=0,n9 — 
—= 0,015 et b, = 0,5 m. Prenons les intervalles de variation suivants: 
0,1 Lh<L1,5 m; 0,001 £ i << 0,03; 0,02 << Q L<3 m/s; 0,4 < 
Zv<4 m/s; 0,7 Lx L3,4 m. 
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À,m À, 17 QmYs 
3 


rs 


CN 


D) | 


15 05 D. 


)) 


4 


/ 


D, 


07 0} 0,00! 


A 
+ 
L— 
en 


Fig. 131. Abaque à points alignés pour le système d'équations (6.38) tracé pour 
los valeurs m — 0, n — 0,015 et b = 0,5 m 


Les équations des échelles k, i et Q s'écrivent: 
échelle x: 


z —=0, y =mllog F (h) — al; 
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échelle à: 
z = H, y —=nllog Vi—bl; 
échelle Q: 


mil mn 
…. mn ? y=-r., (og Q—a—b). 


Déduisons les équations de l'échelle x à partir de celles de l’échel- 
le k sans modifier la première équation et en portant l'expression 
de À dans la seconde : 


X — bo ü 
z=0, y— mir (ni) a |. 

Posons m — 150 mm, #7 — 300 mm, 4 — 150 mm, «a — log F (0, 1), 
b = log 0,001. Pour ces valeurs des paramètres m et n, les modules 
des échelles logarithmiques Q ct i sont respectivement égaux à 100 
et 150 mm. La figure 131 représente l’abaque correspondant. La 
famille de lignes v a été construite sur des exemples à l’aide des 
équations (6.40). L’abaque correspond à l’exemple numérique: i — 
— 0,004, Q — 0,42 m/s; réponse v — 1,33 m/s, k — 0,62 m, x — 
— 1,75 m. 

Le travail [35] renferme une collection de tels abaques construits 
pour les combinaisons des paramètres m, n et b les plus utilisées. 


$ 6.9. Abaque à points alignés à deux échelles 
parallèles et une échelle rectiligne oblique 


Dans la forme de Cauchy (6. 14), remplaçons de nouveau les fonc- 


tions fa, £a et 3 par fa £a ets et posons fs — 1, £a — —f4 et 
k3 — 0. On obtient la forme (6.12) 
fi = false 


Les équations des éléments de son abaque s'écrivent : 
échelle u: 
z =0, y =; 
échelle v: 
z = IT, PF — fa ; 
échelle w : 


Des équations de l'échelle w il résulte que le support de cette der- 
nière coïncide avec l'axe Ox. Le schéma de l’abaque est représenté 
sur la figure 132. 

Les équations des échelles de l’abaque renfermant les paramètres 
de transformation s’écrivent : 
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échelle u: 


x — 0, 
échelle v: 
z = H, 
échelle w : 
MiÎTfs 
mfa—n ? 


ABAQUE DE LA FORMI 


(6.12) 4 41 


_ mn (a—bf;) 
U mfa—n 


Nous supposerons de nouveau que les paramètres m et n sont posi- 
tifs. Lorsqu'on choisira la variante de l’abaque, on aura à l'esprit 


l'écriture suivante de l'équation (6.12) 
(—f1) = fo (—Js) où fi = (—Ÿf2) (—Ÿ3). 
D'où il vient que dans les équations 
des éléments de l’abaque, on peut si- 
multanément inverser les signes des 
fonctions f. et jf; ou j, et fa. 

La méthode de construction des 
abaques de la forme (6.12) est analogue 
à celle des abaques de la forme (6.14) 
et revient à choisir les paramètres 7, 
m, n, a et b, ct les sens des échelles 
parallèles. 


Exemple 34. Construisons un aba- 


que du type considéré pour la formu- 
le [66] 


AOL 


P1,135 » 


(6.42) 


Fig, 132. Schéma d’un abaque à 

points alignés à deux échelles 

parallèles coupées par une échel- 

Ie recliligne pour la forme f, — 
= fafs 


qui donne le taux d'alcool contenu dans le sang de l’homme À en 
fonction du poids P et de la quantité de whisky v consommé à jeun 
pendant une heure. Les intervalles de variation sont: 40 <P < 
< 110 kg; 90 < v L 400 g/h; 0,05 L À L 0,5 %. Posons P;, — 
— 40 kg, P, — 110 kg, v, = 50 g/h, v, = 400 g/h. 

Ramenons la formule (6.42) à la forme (6.12): 


| 0,0131 
21,13 1,37 , 
PASSE (—pt87) (TS), 


Posons 


Fr PSE == —v1,87, 


0,0131 


fa== — À 


Les équations des éléments de l’abaque s'écrivent: 


échelle P: 
z —0, 
échelle v: 


y = M (P1,15 = a) ; 


z = 11, y =n(—vts8 — D); 
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AT 0, Hg 
110 Dee, 50 
e 
(PA) 
Erne , 
FU 5 100 
A 
100 ; , 
| , 150 
X 
00 
 Eg, : —200 
CA 
80 à | 
. 250 
70 Cp 
302 
60 
J0Ù 
50 
40 400 


Fig. 133. Abaque à points alignés à deux échelles parallèles coupées par une 
échelle rectiligne pour la’ formule (6.42) 


échelle À : 


0,0431 0,0131 
: mE (— : | _ mnfao(- ) | 
AUS nu put = 
m (5) m (TS) 7 | 


Prenons H —= 140 mm et L — 200 mm. Calculons les paramètres 
m et n: 
L 200 


ME TS pi 06 Hong © 1,4 mn, 


$ 6.10] ABAQUE DE LA FORME (6.20) 148 


L 200 


TT ST — 400087 5ON1 & 0,057 mm. 


Les paramètres a et db se déterminent à partir des conditions que 
les points de cote P, — 40 kg de l'échelle P et de cote v, = 400 g/h 
de l'échelle v sont situés sur l’axe Ox. D'où il vient 


a= Ph 15 2 40118 À 65,5 ; 
b= — V3" = — 40018 & — 3700. 
Finalement les équations des éléments de l’abaque s’écrivent : 
échelle P : 
T — 0, y — 1,4 (RP EF: 65,5) ; 
échelle v: 
x —140, y = 0,057 (—vt87 + 3700); 


échelle w : 


14-140 SE 1,4-0,057 [ 65,5 3700 ( —— | 
OUi31 , 0,0131 - 
{ À no mi LES nie us 
1,4 ( 2 0,057 1,4 ( . ) 0,057 


La figure 133 représente l’abaque construit d’après ces équations. 
L'’échelle À porte des inscriptions illustrant le comportement de 
l'homme aux divers stades d’ébriété. Ainsi, avec un poids de 70 kg, 
pour atteindre le stade « mieux vaut éviter le chef » (A — 0,2 %), 
il faut incurgiter environ 290 g de whisky en une heure. L'auteur 
de cet abaque, le nomographe américain Davis [66] écrit que des 
600 à 700 abaques qu'il a construits, celui-ci a eu le plus de succès (et 
pour cause) et a été publié dans de nombreuses revues. 

On remarquera qu'après la prise de logarithme, la formule (6.42) 
se ramène à la forme (6.11) et peut par conséquent être représentée 
par un abaque à points alignés à échelles parallèles ou par un abaque 
du type règle à calcul à un curseur. Toutes les échelles de ces aba- 
ques seront logarithmiques. 


$ 6.10. Abaque à points alignés pour une formule 
d’interpolation linéaire successive dans 
des tableaux à deux entrées 


Soit à représenter par un abaque la formule (6.20) 
w — Auv + Bu + Cv + D, 


où À, B, Cet D sont des coefficients numériques. La relation (6.20) 
décrit une case tabulaire à deux entrées (tableau 21) donnant les va- 
leurs d’une fonction w = F (u, v) pour deux valeurs de la variable x 
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et deux valeurs de la variable v, dans le cas, où une interpolation 
linéaire est valable dans cette case aussi bien sur w que sur v. 


Tableau 21 


La relation (6.20) peut être ramenée à la forme (6.12). Faisons 


passer D dans le premier membre de (6.20) et ajoutons aux deux 
membres le terme BC/A 


+ — D == (Auv + Cv) + (Bu ++) 
ou 


w + D=v(Au+C)+ À (Au+C), 
ou 
BC | ; B 
w+——D=(Au+C) (v+—) 
Mettons cette équation sous la forme 
BC , Î 
Au+C=(u+ D) x 
et comparons avec (6.12). Posons 
BC { 
fi Au+C, Rue D, pas 


Les équations des éléments de l’abaque s’écrivent : 
échelle u : 


échelle w: 
LAT, y=w+ ED; 

échelle v: 
” H 1 
F 4 — BJA —v ? ne 


L'abaque correspondant à cette équation est représenté{sur la figu- 


re 134. Les échelles w et w sont parallèles et métriques, l'échelle v mé- 
trique et projective. 
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Il existe une méthode simple de construction d’abaque de ce 
type. Supposons pour fixer les idées que dans l'intervalle de varia- 


tion de v, l'échelle v ne coupe pas Les échelles parallèles de l’abaque 


(7) (00) 


Fig. 434. Schéma d’un abaque à points 

alignés à deux échelles parallèles mé- 

triques u et w coupées par,une échelle 

projective rectiligne v pour la forme 
w = Auv + Bu - Cv + D 


Fig. 135. Schéma d’un abaque à points 

alignés pour la forme w = = Auv+Bu+ 

+ Cu + D dans le cas où l'échelle v 

oblique ne coupe pas les échelles pa- 
rallèles x et w 


et que celui-ci est de la forme représentée sur la figure 135. Sup- 
posons que w est la variable inconnue. Soit 


U LU KL Uo, 


WU LV EKV 


Dressons le tableau 21 des valeurs de w pour les valeurs extrêmes de 


de la formule 
que Woo > 


u ct v à l'aide 
(6.20). Supposons 
Va > Wis > Wu 
Traçons les échelles parallèles 
métriques x et w à une distance 
arbitraire l’une de l’autre. Choi- 
sissons-les de modules tels que 
leurs longueurs soient approxima- 
tivement égales, et de sens tel que 
l'échelle &w se trouve centre les 
échelles u et v (fig. 136). Le point 
coté v. de l'échelle v est le point 
de rencontre des droites passant 
par les points uw, et Wiy, Us Et Won. 
Le point coté v, de l'échelle v est 
le point d’intersection des droites 


passant par les points u, et wi, 


\ 

\ 
à 
Œ 


D, 0: 


Fig. 136. Schéma de construction d’un 

abaque à points alignés du Lype de la 

figure 135 pour la relation w = Auv-r 

+ Bu + Cv+ D, donnée pur le ta- 
bleau 21 


u, et W,,. La droite qui passe par 


les points v. et v, est le support de l'échelle v. Si celle-ci ne tient 
pas dans le dessin il faut réduire l’écartement des échelles parallèles 


ou le module de l'échelle w. 
10—049 
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Trouvons une méthode de construction des points intercalaires 
de l’échelle v. Supposons d’abord que cette échelle a déjà été construi- 
te. Prenons une valeur quelconque u — u, et à partir du point coté 
u, de l'échelle w projetons les points de l’échelle v sur l'échelle w. 
On obtient sur l'échelle w une série de points équidistants si les 
points de l'échelle v ont été construits avec le même pas Av. En effet, 
écrivons l'équation (6.20) sous la forme 

w —= (Au + Cu + (Bu + D) 


et posons u — uy. On obtient 


w = (Au, + C) v + (Bu, + D) 
ou 
w —= av + b, 


où a et b sont des constantes. [Il s'ensuit que w est une fonction 
linéaire de v et à des valeurs égales de Av correspondent des valeurs 
égales de Aw. Or l'échelle w est métrique. Donc aux valeurs égales 
de Aw correspondent des points équidistants de cette échelle. 

Ceci nous suggère la méthode suivante de construction de points 
intercalaires de l'échelle v. Prenons sur l'échelle w un point quel- 
conque de cote u, et traçons par ce point les rayons vv, et uçv,. Me- 
nons à proximité de l'échelle v une droite parallèle à l’échelle w et 
marquons sur elle une échelle métrique v en affectant les cotes v, 
et v, aux points d’intersection de cette droite avec les rayons. En 
projetant les points de l'échelle métrique auxiliaire v à partir du 
point coté u, de l'échelle , on obtient les points intermédiaires 
sur le support oblique v. Pour u, on a intérêt à prendre les valeurs 
U, Où u, puisque les rayons u,v, et u,v, ou u,v., et uv, ont déjà été 
tracés lors de la construction des points v, et v, par la méthode des 
intersections. 


Exemple 35. Construisons un abaque pour la formule 
w — —0,02 uv + 0,72 u + 51 v + 870 


sur les intervalles 700 < u < 800, 9 v < 10. Faisons varier 
w avec de la marge entre 1700 et 1800. 


Tableau 22 
Valeurs de 


100 800 


9 4707 1761 
10 1744 1796 
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Dressons le tableau 22 des valeurs de w pour les valeurs extrêmes 
de u et v. Traçons (cf. fig. 137) les échelles x et w de même sens, métri- 
ques, parallèles, symétriques, de module 1 mm. Disposons ces échel- 
les à 60 mm l’une de l’autre. Construisons les points v = 9 et v == 10 
par la méthode des intersections et joignons-les par une droite. Puis, 
par la méthode décrite plus haut, portons sur l’échelle v les points 


790 


100 


Fig. 137. Abaque à points alignés pour la relation w == —0,02uv + 0,72u +- 
+ 5iv + 870, construit d'après le schéma de l’abaque de la figure 136 sur les 
donnécs du tableau 22 


de division intermédiaires par projection des points d’une échelle 
métrique auxiliaire à partir du point coté 700 de l’échelle v. Construi- 
sons l'échelle métrique auxiliaire à une distance de l'échelle w telle 
que la longueur de l’échelon soit égale à 10 mm, i.c. la longueur 
de l'échelle soit égale à 100 mm. 


$ 6.11. Abaques à points alignés 
à deux échelles rectilignes et à champ 


Cas d’échelles concourantes. En remplaçant dans la forme (6. 18} 


les fonctions F, et G; par l3, et G34, on obtient la forme de Cauchy 
à champ (6.23) 


Faa Gaa 
li le 


Les équations des éléments de son abaque s'écrivent : 
échelle u : 


certe 
"+ eue À . , 
F (4) à BRUT MERE Jus ge 
TZ — nt 1 , y om ’ dé ausrtu à dé er La A . . \ . : Hi \. J 


148 CONSTRUCTION DES ABAQUES À POINTS ALIGNÉS [Ch. 6 


échelle v 
L=Û0; JR; 
champ (w, t): 
ZT = Ma Y = Gaga. 
La’ figure 138 représente cet abaque. On peut le construire dans un 


système de coordonnées obliques. Les abaques des figures 63 et 65 
sont de ce Lype. 


Cas d’échelles parallèles, Dans la forme (6. 14), en remplaçant 
les fonctions fa, £s, Ra Par far £aa €t R33, On obtient la forme de Cauchy 
à champ (6.22) 


filsa À fasa + haa = 0. 


Les équations des éléments de son abaque s’écrivent : 
échelle u: 


z =0, y — m (f, — à); 
échelle v: 
z=H, y =n(f, — b); 


champ (w, t): 


_ Hmgsza y = — mn (af:4 +834 + ha) 
nfsa + MEsa ? nfsa + ME ° 
y ÿ 
ÿ U 
D 
9 : z 0 > 
Fig. 138. Schéma d’un abaque à points Fig. 139. Schéma d'un abaque à 
alignés à échelles rectilignes concou- points alignés à échelles parallèles 
rantes et . champ pour la forme et à champ pour la ur faf3a + 
+ Gsa 4 + fo sa T ha = 


L'abaque est représenté sur la figure 139. La forme (6.22) est repré- 
sentée comme la forme (6.14). 


Exemple 36. Construisons un abaque pour la formule [67] 


job (6.43) 


u— 1 — 
: D—t—1 
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sur les intervalles suivants: 0,3 Lu <1Â, 0,1 <v<20, 01 < 
Z w Z 20, 0,001 £ tft < 10. 
Mettons l’équation (6.43) sous la forme (6.22) 
u-logi+ log u-(—1)+[ —logt—10g ED | = 0. 


On a 


fau, fo=logv, fa =tlogt, gu—= —1, 


baise — logi— log EE, 


Les équations des éléments de l’abaque s’écrivent : 
échelle u : 


zx =0, y —=mi(u — a); 


échelle v: 

x = UT, y =n(logv— b); 
champ (w, t): 
— mn E logt—b—logt—log ER | 


— Hm | 


Les nlogt—m TT n logt—m 

La figure 2 (cf. Introduction page 9) représente l’abaque corres- 
pondant à ces équations pour les valeurs Æ — 250 mm, m — 360 mm, 
n — 80 mm, a — 0,3, b — —0,9. 


Exemple 37. Construisons un abaque de la formule [59] qui 
définit le prix de revient des conduites d’eau en acier, d’un diamètre 
de 200 mm, dans un système d'irrigation stationnaire 


C Ap (z, l) a q (z, l), (6.44) 
où 
p (4, 1) = 6,46-10-127zh,75 L (0,917; 
12,39 - 106 8,91 - 104 sp à 894 104 
+ 0,625 (4— 1000). 


C, est le prix de revient, z ost la distance entre les conduites d’eau, 

[ la longueur des conduites, À un paramètre variable. Les interval- 

les de variation des variables sont : 1 £ À << 6; 70 << z < 200 m; 

200 < 1 & 1000 m; 500 LC, L 3000 roubles à l’hectare. 
Mettons (6.44) sous la forme (6.22) 


Ap (a D+(—-Ci1 + g(z 1) =0. 
On a fa — À, E EE Ci, Îaa = P (z, d), F3a =, R3a = :Q (4; 1). 


72 
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Les équations des éléments de l’abaque s’écrivent : 
échelle À : 
xz —0, y —m (A — a); 
échelle C',: 
x =, y—=n(—C, — b); 

champ (z, L): 

Him — mnfap(z. l}+<b—aq(z. D] 

pe Din TT mpEG Din 

La figure 140 représente l’abaque correspondant à ces équations 
RUE LE = 250 mm, m — 50 mm, n — 0,1 mm, a = I, 


. C,,rouble/ha 
à 900 
Ô _ 401000 


4 1500 
3 2000 
L 
- 
2 2500 
Î 3000 


Fig. 140. Abaque à points alignés pour la relation (6.44) construit d’après le 
schéma de l’abaque de la figure 139 


Une particularité intéressante de cet abaque est qu'on peut s'en 
servir pour déterminer la valeur z = 2* qui réalise le minimum C, — 
— CŸ pour des valeurs données des paramètres À et !. À cet effet 
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il faut tracer à partir du point donné de l'échelle À une tangente 
à la ligne donnée L. La cote de la ligne z passant par ce point de tan- 
gence donne la réponse z*. Au point d’intersection de la tangente 
avec l’échelle C, on lit la réponse Cf. On définit en même temps le 
domaine des valeurs de z dans lequel les valeurs de C', sont proches 
de C$. L'’abaque correspond à l’exemple numérique: À —3,5; 
L — 400 m; réponses z* — 135 m, C* = 990 roubles/h; les valeurs 
de z comprises entre 130 et 145 im donnent les valeurs de C, proches 
de CŸ — 990 roubles/h. 


$ 6.12. Abaque à points alignés pour la formule 
d’interpolation linéaire successive dans les tableaux 
à trois centrées 
La forme (6.28) 

t — Auvw + Buv + Cuw + Diou + Eu + lv + Gw + Il 
présente un grand intérêt pratique, car elle décrit une case tabulaire 
à trois entrées (cf. tableau 23) pour une fonction { = F (u, v, w) 
admettant une interpolation linéaire sur chaque variable. 


Tableau 23 


La forme (6.28) peut Ôôtre considérée comme la généralisation de 
la forme (6.20) qui décrit une case tabulaire à deux entrées dans 
le cas d’une interpolation linéaire sur chaque variable. 

La forme (6.28) peut être représentée par des abaques de divers 
types. L’abaque le plus simple est à échelles parallèles et à champ 
binaire rectiligne. Voyons comment se construit un tel abaque. 
Transcrivons la forme (6.28): 


u (Avw + Bu + Diw + E) + t(—1) + (Cuw + Fv + Gw + ID) = 0. 


En comparant l'équation obtenue et la forme de Cauchy à champ 


(6.22), on obtient 
h =u, fa = fs = Avw + Bv+Dw+E, 
ga = —À, Rss = Cow + Fo + Gw + H. 
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Les équations des éléments de l’abaque s’écrivent : 
échelle v : 


échelle t: 


champ (v, w): 
: 1 __ —(Cvw + Fv+Gw -- H) 
AwEBo+DwTE—i Ÿ Avw+ Bu Dw+E—1: 


Montrons que le champ (v, w) est composé de familles de droites v 
et w formant des échelles projectives l’une sur l’autre. En effet, en 
posant w — w,, on obtient les équations de l'échelle v 


1: y = Cv+D 
Av+B . Av+B ! 


LA Re 


où À, B,C et D sont des constantes. En éliminant la variable v entre 
ces équations, on obtient l’équation de la droite 
BC +5 C 

ea) 
sur laquelle la famille projective de droites parallèles v définies par 
l’une des équations de l’échelle v détermine une échelle projective. 
En faisant varier w,, on obtient une famille d’échelles projectives v. 
En posant v — v, dans les équations du champ, on obtiendrait de 
même la famille des échelles projectives w. Donc le champ (v, w) 
est effectivement rectiligne et les familles de droites qui le compo- 
sent déterminent des échelles projectives l’une sur l’autre. 

Si l’on dispose du tableau 23, on peut construire l’abaque sans 
en calculer les éléments. Ceci étant, il n’est pas besoin de calculer 
les coefficients des équations (6.28) correspondant au tableau 23. 

Après avoir tracé les échelles métriques parallèles w et t dans 
les limites données, construisons les points (v.,, w,), (v1, we), (Ve, wi) 
et (v,, w,) par la méthode des intersections, en utilisant les données 
du tableau 23. En joignant ces points par des droites, on obtient les 
côtés d’un quadrilatère qui contient le champ binaire (v, w). Ensuite 
par la méthode qui a servi à représenter l’abaque de la forme (6.20), 
portons les points intermédiaiies sur les côtés de ce quadrilatère. 
Les droites qui joignent les points de même cote des côtés opposés 
du quadrilatère sont les droites intermédiaires du champ binaire 
(v, w). | 

La projection de l’abaque implique le choix des modules des 
échelles métriques parallèles z et t, de leur sens, de leur disposition 
l’une par rapport à l’autre. Si le champ (v, w) est peu maniable, 
on peut étudier d’autres combinaisons des variables, par exemple 
les combinaisons (u, w) et (u, v). 
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Pour appliquer la méthode exposée à la représentation de la 
relation (6.28) par un abaque sur les intervalles uw, < u < uw, 
LULU», Wii LW L'Wo, il faut calculer préalablement une 
case tabulaire pour cette relation (tableau 23). 


Exemple 38. Construisons un abaque du type considéré pour 
une relation t = À (u, v, w) définie par le tableau 24 et admettant 
une interpolation linéaire sur toutes les variables. 


l'ableau 24 


Valeurs de t£ 


Convenons que la variable cherchée £ varie par excès sur l’in 
tervalle 1700 < 1 < 1810. Traçons deux échelles métriques paral- 


800 1800 
u Ê 
750 71150 
1) . 
700 1700 


Fig. 441. Abaque à points alignés pour la relation (6.28) donnée par le tableau 24 


lèles w et t, de même sens, la première entre 700 et 800, la seconde 
entre 1700 et 1810. Construisons ensuite par la méthode des inter- 
sections les quatre sommets du champ (v, w) et joignons-les par des 
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droites sur lesquelles on portera les graduations intercalaires par 
projection d’échelles métriques rectilignes auxiliaires (cf. construc- 
tion de la figure 137). Menons les droites intermédiares dans le champ 
binaire. L'abaque ainsi obtenu est représenté sur la figure 141. 
La droite en pointillé correspond à la solution de l’exemple numé- 
rique: u = 730, v — 9,7, w — 0,204; réponse t — 1760. 


$ 6.13. Abaque à points alignés pour 
la forme de Clark 


Pour représenter la forme de Clark (6.15) 
f1 (u) Îe (v) Îa (w) + [fi (u) js (v)] 83 (w) + hs (w) —0 
introduisons les variables auxiliaires À et PB 


A = fifo (6.45) 
B = fi + fo. (6.46) 

On obtient alors l’équation 
Af3 + Bgs + hs =0, (6.47) 


qui est de la forme de Cauchy (6.14). Elle peut être représentée par 
un abaque à échelles À et B, métriques et parallèles et à échelle w 
curviligne. 

Dans les équations (6.45) et (6.46), on considère les fonctions 
f. et f, comme des variables indépendantes et on suppose qu’elles 
sont racines de l'équation du 
second degré 


f — Bf + À =0. 


Mettons cette équation sous 
la forme 


AB = 0 
(6.48) 


L’équation (6.48) est de la for- 

me de Cauchy (6.14) et peut 

 Ôtre représentée par un abaque 

0 z dont les échelles À et B sont 

Fig. 142. Schéma d'un abaque à points parallèles et métriques et dont 

alignés pour le système d'équations l'échelle f admet pour support 

(6.45), (6.46), (6.47) une conique. La droite résol- 

vante coupe l'échelle f en deux 

points f, et f, Prenant en considération le fait que f, — f; (u), 

fs —f, (v), on peut, au lieu de l'échelle f, construire les échelles 

u et v. Elles auront un support commun, en l'occurrence une co- 
nique. 


— 
— 
— 
— 
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Superposant les deux abaques de telle sorte que les échelles À et B 
coincident, on obtient un abaque dans lequel le système d'équations 
(6.45), (6.46) et (6.47) se résout par une seule application de la règle. 
Le schéma est représenté sur la figure 142. Les équations des élé- 
ments de l’abaque de ce système d'équations renfermant les para- 
mètres de transformation s’écrivent : 

échelle À : 

zx —=0, y —=m(A — a); 
échelle B : 
x =H, y =n(B — b); 

échelle u: 


__—mf, _—mn(a—bf, ji 
n— ml, n—mf, 1 
échelle v: 
_ — Hmf, mn (a bfe + fà) | 
BR —Mf) ? | n— ms Ù 
échelle w: 
CE ea eme marin 


nf MPa" Hat ngs 

La projection de l’abaque consiste à choisir les paramètres Z17, 
m, x, a et b. Une fois les paramètres déterminés, on calcule et on 
construil l’abaque. Les échelles auxiliaires À et B ne sont pas por- 
tées sur l’abaque. 

Si dans les équations précédentes on pose I = m —=n = 1, 
a — b — 0 et l’on néglige les équations des échelles auxiliaires À 
et B, on obtient les équations suivantes des éléments de l’abaque de 
la forme de Clark: 

échelle u: 


— f, se 
T prit) fo ; 
1; ' ÿ 1 
échelle v: 
— fs — f> 
he AT LER 
échelle w : 
83 — ha 


———— U= ———— 
f3 +83" ÿ Ja 8s | 
D'où l’on déduit l'équation de Soreau pour la forme de Clark 


— f. es 

Î— ji 1— fi 

— Îo — 5 | 
Re (6.49) 
83 — 3 1 


f3tegs f3t8g3 
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L’équation (6.49) peut prendre une forme plus simple. En effet, 
si l’on effectue le changement de coordonnées 


' T , 


… = 7 
Fe 1. Po SA: 


les équations des éléments de l’abaque s’écrivent: 
échelle u : 


* à = fi y” — fi; 
échelle v: 


échelle w: 


fs us 69 / ha 
Lo fs ? fs 
De là il résulte que les supports des échelles v et v sont les paraboles 
y° = 4”? 
L’équation de Soreau pour la forme de Clark s'écrit désormais 
fi fi | 
fa 2 1120, (6.50) 
Pt CO | 
fa fa 


Exemple 39. Ramenons la forme (6.11) à la forme de Clark 
et trouvons pour elle l’équation de Soreau (6.49). 
Mettons l'équation (6.11) sous la forme de Clark 


fif2°0 + CA + f2)-1 + (—f3) =" 0: 


L'’équation de Soreau s'écrit 


ln 
EP 
hi, —fB y|=0. 
1h 1h 

D TE À 


Exemple 40. Ramenons la forme (6. 12) à la forme de Clark 
et trouvons pour elle l’équation de Soreau (6.50). 
Mettons la forme (6.12) sous la forme de Clark 


fa (—f3) 1 + (fa — fs) 0 + fi = 0. 


L'équation de Soreau s'écrit donc 


fa Ja 1 
— 3 3 11—=0. 
O Of, 1 
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Exemple 41. Ramenons l'équation (6.13) à la forme de Clark 
et trouvons pour elle l’équation (6.50). 
Mettons l'équation (6.13) sous la forme de Clark 


fafo (—f3) + 1 + fo) 1 + fs — 


L'équation de Soreau s'écrit donc: 


ie à 

Du te) 
1 

Fa — 1 1 


La forme de Clark à champ (6.24) 
f1 () fa (0) faa (w, t) + [fi (u) + f: ()] La (W, à) + hsa (w, !) —0 


est représentée par un abaque de façon analogue. On obtient les 


Fig. 143. Schéma d’un abaque à points alignés pour la forme fifofaa + (f1+fe) &3a + 
+ h3s = 0 


équations des éléments de l’abaque de cette forme en remplaçant 
far La Ct a DAT fau Laa €t Asa dans les équations précédentes de la 
forme de Clark. La figure 143 représente l’abaque de la forme de 
Clark à champ. 


$ 6.14. Abaque à points alignés pour unc équation 
complète d’ordre nomographique quatre 


L’'équation complète d'ordre nomographique quatre (6.21) peut 
se mettre sous la forme plus concise 


Liofs + Misgs + Niohs = 0, (6.51) 


Lie mn lofife + lifs gi lofo + La, 
Mie = Mofife + Mufi + Mofe + Ma, 
N 32 = Rofafa + Mifi + lolo + 3. 


où 
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Pour représenter l'équation (6.51) par un abaque mettons-la sous 
la forme 
DR CR per Le 


et posons 
Lys _ Le 
N = @, (6.52) 
RL (6.53) 
N 9 
On obtient alors l’équation 
L a+ 4#$p+1=0, (6.54) 
3 3 


qui est linéaire en les variables auxiliaires «& et f. 
Eliminons d’abord f, et ensuite f, entre les équations (6.52) et 


(6.53). Toutes réductions faites, on obtient les équations linéaires 
en « et $ 


F G; A LC —- 
ae Ce Ven (6.59) 
et 
F, G : —. 
de œ+-5-B+1=0, (6.06) 
où 


Fi= (mino— Mon) fi + 
+ (Malo — Monts + Mao — Mofts) {1 + Mano — Mons ; 

Gi= (lots — Lino) 5 + (lors — lie + lots — lan) T1 + los — las ; 
Ti =(limo— lon) + (so — loms + lime — lomi) fa + Mols — Male ; 
F: e (Moño = Molle) F5 + 

+ (Mano + Mots — Milo — Mots) fo + Mas — Nuls 5 
Ga = (lon2 — loto) f2 + (lots + lila — lors — lano) fa + ils — lan ; 
a = (lemo — lomo) 15 + (les + lsmo— loms — lime) fo + lsma — lim. 


En éliminant les variables & et f entre les équations (6.94), 
(6.55) et (6.56), on obtient l'équation de Soreau sous la forme 


Fi Gi 

H, 1, 

F2 G2 4 

Hs Ho = 
3 83 1 
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Les équations des éléments de l’abaque s’écrivent : 
échelle u: 


a 
IH, IH, ? 
échelle v: 
se 
H,! FE. 
échelle w: 
ch, yes 


Les échelles z et v de l’abaque seront portées dans le cas général 
par des coniques, i.e. on aura un abaque du type de Clark. La conique 
peut, dans un cas particulier, dégénérer en un couple de droites el 
on obtient alors un abaque du type de Cauchy. 


Exemple 42. Ecrivons l'équation de Soreau pour la forme (6.20) 
en la considérant comme un cas particulier de l'équation (6.21). 
Mettons l’équation (6.20) sous la forme 


(—1) w + (Auv):1 + (Bu + Cv + D):1 = 0 


el comparons avec la forme (6.51). Posons f, = u; fs = v; {3 = w; 
Es = hs = 1; Lis = —1; M — Auv; N,, = Bu + Cv + D. D'où 
il que LL =h = db , dl = —1, m =A; m =m, — 

= 0; no —0; nn, — Dh. No = C; n3 — D. Les fonctions F,, 
Fa FA F,, G:, H, s’écriront 


F, = —ABu* — ADu; G;, =C; Il, — —Au; 
F, = —ACwù — ADv, Gs —=B; I, = —Av. 
L'équation de Soreau s’écrira 
| (SE 
| Bu + D —— i 
B " 
72) 1 { 


On voit que les échelles w et v ont une conique pour support et que 
l'échelle w est rectiligne. 

L'équation complète d'ordre nomographique quatre à champ 
(6.27) peut être représentée de façon analogue par un abaque. Pour 
obtenir les équations des éléments de l’abaque de cette équation, 
il faut remplacer les fonctions fa, g3 et h3 d’une variable par les 
fonctions fax, £a et Rsa de deux variables dans les équations des 
éléments de l’abaque de la forme (6.21). L’abaque de l'équation 
complète d’ordre nomographique quatre à champ est représenté 
pour le cas général sur la figure 143. 
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Exemple 43. Trouvons l'équation de Soreau pour la forme (6. 28) 
en l’envisageant comme un cas particulier de l'équation (6.27). 
Mettons l'équation (6.28) sous la forme 


—t + (QAuv + Du + Cv +G)uw + (Buv + Eu + Fv + H).1 —0 


et comparons avec l'équation (6.27). Il vient fa —=t; gas =W; 
ha = 1; fi =u; fa =v0; l = = =0: 1m ed: 
m=D;m=l; Mm=G mm =-B; nm —E; nn, =F; n3 =H. 
L'équation de Soreau s'écrit 

ss 20e "l 

I, | 

l, Go { = 0, 

I, 11, 

t uw  Î 


= (DB — AE) u? + (DF — CE + GB — AH) u + GF — CH; 
G =Bu+F; I, = —Au — CC; 

— (CB — AF) w° + (GB + CE — DF — Aljv+GE — DI; 
GG = Br —E; H, == —Av — D. 


Fig. 144. Schéma d’un abaque à points alignés pour la forme (6.28) envisagée 
comme un cas particulier de la forme (6.27) 


L’abaque est représenté sur la figure 144. Les échelles uw et v ont 
pour support une conique, le champ (f, w) est constitué de familles 
régulières de droites parallèles formant un réseau orthogonal. 
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$ 6.15. Abaque à points alignés 
pour la forme de Soreau 


Pour représenter la forme de Soreau (6.16) 


2 Î1 (u) + fo (v) 
ÉD eee 


par un abaque, transcrivons-la comme suit 
fai — 1 = —f38e + fo 
et introduisons la variable auxiliaire B 
fa8i — fi = —f3ge Tr fa = B. 
Les équations obtenues peuvent encore s’écrire 
fsgi + B(—1)— 7j, =0, | 
faga + B1—f;=0. 


Les équations (6.57) sont un cas particulier du système de deux équa- 
tions du type de Cauchy 


LiF3+ P3@s+ U3—=0, | 
Pailit PaGi + Hi=0, 


(6.57) 


qui se représente par un abaque à simple alignement. Ici: F, = f;; 
Fr = Bb; Fa = gi; Ga = —1; Hs = —f,; Fa = ge; Ga = 1; li — 


Les équations des éléments de l’abaque du système (6.97), con- 
tenant les paramètres de transformation, s’écrivent: 
échelle w: 
x — O0, — M (f3 — à); 
échelle B: 
échelle u: 


L —Hm ,_—mn(ag—b--f) . 
“En ng,—m" LL Mg — M d 
échelle v: 
__ Hm ___ nn (ago + b — fo) 
7 ngytm? cn neo tm 


La projection de l’abaque consiste une fois encore à projeter 
deux abaques à échelles parallèles du type de Gauchy et à déter- 
-miner ,m,n, a et b. Lorsqu'on a calculé les paramètres, on écarte 
l'échelle auxiliaire B. Le schéma définitif de l’abaque est celui 
de la figure 145. 


11—049 
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Trouvons maintenant les équations des éléments de l’abaque. 
Posons m—n—H—1, a —b—0. Remplaçons par ailleurs 
les fonctions g, et g, par (g, + 1) et 
(g> — 1). Cette substitution laisse in- 
variante la somme g, + g, figurant au 
dénominateur de la forme de Soreau 
(6.16) ainsi que la forme 


= hth 
8 +0) +@—1" 


Les équations des éléments de l’abaque 
s'écrivent : 


échelle w: 
: z=0, y=}f3; 
Fig. 145. Schéma d'un cos à échelle u: 
points alignés pour la forme zx = — A)g,,Ÿ y — 
la — LE, échelle v: NT NS 
&1 ge ° 


= lg, y = files. 
L'équation de Soreau correspondant à la forme de Soreau (6.16) 
s'écrit donc 


O fs ! 
soi Ce 4 

81 g1 LE 

1 À 1 

82 82 


Les formes de Soreau à un et deux champs (6.25) et (6.26) se 
représentent de façon analogue par un abaque. Pour obtenir les 
équations des éléments des abaques, il faut remplacer les fonctions 
d’une variable par des fonctions de deux variables dans les équations 
précédentes. 


$ 6.16. Abaques composés élémentaires 
à points alignés 


Dans la pratique on rencontre généralement des équations à 
plusieurs variables. Elles peuvent être représentées parfois par des 
abaques composés à plusieurs alignements. Pour les construire, on es- 
saye, en introduisant des variables auxiliaires I, If, III, etc., de 
décomposer l’équation donnée en équations représentables par des 
abaques à simple alignement. Ensuite on construit les abaques de 
telle sorte que les échelles des variables auxiliaires viennent en 
coïncidence. Ces échelles sont rendues muettes (i.e. on ne dessine 
que leurs supports). Examinons quelques cas typiques. Au chapitre 
8 on verra d’autres cas d’abaques à points alignés. 
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Exemple 44. Soit à représenter la forme (6.33) 
PR tt 
par un abaque. 


En introduisant la variable auxiliaire |, on décompose l’équation 
(6.33) en les deux équations 


fi Fifa = Tet fs + fa =] 


qui appartiennent à la forme (6.11). Représentons chacune de ces 
équations par un abaque à trois échelles parallèles telles que les 


æ, æ, &; (241 


Fig. 146. Schéma d'un abaque composé à points alignés pour la forme f, + 


+ fe = {3 + fa 


échelles [ soient identiques dans les deux abaques. Ensuite super- 
posons les deux abaques de telle sorte que les échelles T coïncident. 
On obtient l'abaque composé de la figure 146. 


“ 


Exemple 45. Soit à représenter la forme (6.34) 


fa En fa =. fafa. 


Fig. 147. Schéma d'un ahaque à points alignés composé pour la forme f; + 
+ fe = Jala 


En introduisant la variable auxiliaire I, on’ décompose l’équa- 
tion (6.34) en les deux équations suivantes 
hi + fe = 1, fala = 1 


appartenant respectivement aux formes canoniques (6.11),et (6.12). 
Représentons la première de ces équations par un abaque à trois 
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échelles parallèles et la seconde par un abaque à deux échelles paral- 
lèles et une oblique de telle sorte que les échelles Î soient identiques 
dans les deux abaques. Superposons les abaques de telle sorte que 
les échelles [I viennent en coïncidence. On obtient l’abaque composé 
de la figure 147. 


Exemple 46. Soit à représenter la forme (6.35) 


fi Fifa fs = Jifs 
par un abaque. 
En introduisant les variables auxiliaires TI et Il, on décompose 
l'équation (6.35) en les trois équations suivantes 


Heber Tél Mers 


A'ig. 448. Schéma d’un abaque à points alignés composé pour la forme f; + 
+ fe + fs = fils 


‘Les deux premières équations sout de la forme (6.11), la troisième 
de la forme (6.12). L’abaque est représenté sur la figure 148. 


Tig. 149. Schéma d'un abaque à points alignés composé pour la forme fifa + 
82 = fafa 


Exemple 47. Soit à représenter la forme (6.36) 
file + La = fala 


par un abaque. 
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En introduisant la variable auxiliaire I, on décompose l’équa- 
tion (6.36) en les deux équations suivantes 


fie + Le =, [= fafa 


qui sont respectivement des formes canoniques (6.14) et (6.12). 
L'abaque composé est représenté sur la figure 149. 


$ 6.17. Abaques à points alignés à échelle 
binaire 


Dans la pratique on se sert très souvent des abaques composés 
à points alignés et des abaques à entrecroisement. Soit l'équation à quatre 
variables 


fa (u) 81 (u) 1 
fa (0) m@)  1[=0 (6.58) 
F {fau (, t)] Glfa(w, #1 1 


En introduisant la variable auxiliaire &, on décompose l’équation 
(6.58) en les deux équations suivantes 


fitu) gitu) 1 


ht) gt) 11=0, (6.59) 
F(œ) Ga) î! 
= fu (W, t). (6.60) 


L'équation (6.59) peut êlre représentée par un abaque à échelles 
à points alignés et l'équation (6.60) par un abaque à entrecroisement. 


Fig. 150. Schéma d’un abaque à points alignés à échelle binaire pour l'équation 


La famille & étant arbitraire dans l’abaque à entrecroisement, on 
peut la choisir telle que les lignes passant par les points de l’échel- 
le « de l’abaque à points alignés aicnt les mêmes cotes que les points 
de l'échelle &«. On peut alors les assembler en un abaque composé 
dont le schéma est représenté sur la figure 150. 


_ 
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L'abaque obtenu s'appelle abaque à points alignés à échelle binai- 
re. En toute rigueur, seule l'échelle « est binaire, car en vertu de 
l'équation (6.60) ses points sont délerminés par les paramètres w et t, 


Mais il est d'usage d'inclure la notion d’abaque à entrecroisement 


Fig. 151. Schéma d'un abaque composé à points alignés pour l'équation (6.58) 
constitué de trois échelles, d’un point fixe et d’un champ binaire, liés par un 
double alignement 


dans celle d'échelle binaire. La famille de lignes & peut être rendue 
muette. L’échelle binaire est désignée par I. 

En guise de familles de lignes «& et w, on prend souvent des famil- 
les de droites parallèles formant un réseau orthogonal. 

Si pour la famille de lignes & on prend un faisceau de droites, dont 
on ne représente que le centre P sur la figure, on obtient un abaque 
composé à poinis alignés à double alignement qui est représenté sur 
la figure 191. 

Les formes suivantes 


fi Fe = Ja: (6.61) 

Îie fa + faa + ha = 0, (6.62) 
fiofs + Jaags + hs = 0, (6.63) 
Jiofas + Ja8as + Ras = 0, (6.64) 
fuofs6 + fsa856 + Rss = 0, (6.65) 
fase (6.68 


qui sont d’un usage fréquent peuvent être représentées par des aba- 
ques à points alignés à échelles binaires. | 

À signaler que les formes (6.58), (6.61) à (6.66) peuvent être 
représentées par des abaques simples d’autres types. Les formes 
(6.58), (6.61), (6.62) et (6.66) peuvent être représentées par exemple 
par des abaques simples à points alignés composés de deux champs 
binaires et d'un point fixe à simple alignement, puisque ces formes 
sont des cas particuliers de la forme œ (u, uv) — 1 (w, t), laquelle est 
susceptible d'être représentée par un abaque de ce type (cf. $ 8.1). 


CHAPITRE 7 


TRANSFORMATION PROJECTIVE 
D'ABAQUES 


$ 7.1. Transformation projective générale 
d’abaques 


Si dans les formules (5.3) qui établissent un lien entre les coordon- 
nées d’un point arbitraire de l’abaque à points alignés de la relation 
(4.8) avant et après l'introduction des paramètres de transforma- 
tion on omet les barres qui surmontent les coordonnées, on obtient 


ee QT dioY Ldg = AT + Goal + dos (7 1) 

Ag1T + Agoÿ +33 ? d31T À Agol + ass ” 
On suppose que les coefficients des équations (7.1) vérifient la con- 
dition (4.13). 

On supposera que l’ancien système de coordonnées xOy et le 

nouveau z'O'y" coïncident et forment un seul système. Les formu- 
les (7.1) définissent alors une trans- 
formation du plan en lui-même. À AY’ 
tout point À de coordonnées zet y o4'"(x'";y") 
ces formules associent un point A’ du 
même plan, de coordonnées x’ et y’. 
La figure 1952 représente les systè- 
mes de coordonnées rectangulaires 
coïncidants, les points À (x; y) et 
A'(x'; y’). 

Les formules 7.1 sont appelées 
ormules de transformation projective , : ; 
Fa plan. En ee. te A 

. | rectangulaires superposés zOy et 
démontre que si on projette un plan z'0'y', un point À (x: y\ et son 
donné à partir d’un centre arbitrai- homologue A” (x; y’) 
re sur un autre plan, le nouveau plan 
obtenu sur un autre à partir d’un nouveau centre et ainsi de suite, 
et, enfin, le dernier plan sur le plan initial à partir d’un centre quel- 
conque, les coordonnées de ce dernier avant et après la transformation 
seront liées par la formule 7.1. 

Une importante propriété de la transformation projective généra- 
le est qu’elle applique une droite sur une droite. C’est pourquoi un 
abaque à points alignés le restera par cette transformation, puisque 
celle-ci conserve l’alignement. 


T 
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Les huit paramètres essentiels figurant dans les formules de 
transformation (7.1) étant arbitraires, on peut transformer quatre 
d’entre eux non alignés trois à trois en quatre points arbitraires 
du plan non alignés trois à trois. 

Il est recommandé d'utiliser cette méthode de donnée de la 
transformation projective lorsqu'on veut que l’abaque occupe toute 
la partie utile du dessin. Pour cela on comprend la variante initiale 
de l’abaque dans un quadrilatère convexe ÀA,4,4.,4, convenable et 
on l’applique sur le rectangle donné A;A45434A;. Cet artifice risque 
toutelois de nuire à la graduation des échelles ou à l'allure des champs 
binaires. Or, on ne peut se faire une idée définitive de la maniabili- 
té de l’abaque qu'après avoir déterminé les paramètres de transfor- 
mation, calculé et construit cet abaque. 


Exemple 48. Transformons l’abaque de la figure 153, a de telle 
sorte qu’il occupe un rectangle de dimensions Z X 11 sur la figu- 
re 153, b. 

Choisissons sur la figure 153, a les sommets AÀ,, À,, Az, À, du 
quadrilatère convexe A,A,4,4, qui contiendra l’abaque. Appliquons 
le quadrilatère 4:4,4,A, sur le rectangle A:42434;, dont deux 


Fig. 153. Transformation du quadrilatère limite en un rectangle dont deux côtés 
coïncident avec les axes de coordonnées: a) quadrilatère limite 41424 344: 
b) rectangle A;A:A:34: 
côtés sont confondus avec les axes de coordonnées. Les coordonnées des 
points avant et après la transformation sont indiquées dans le ta- 

bleau 25, 

En portant les valeurs des coordonnées du tableau 25 dans les 
équations (7.1), on obtient un système de huit équations pour le 
calcul des paramètres de transformation : 

0 — dy1T1 + droVr 13 0 RCA + dooY1 + og 
Ag1T1 + Ag2V1 + A3 ? Agit1 + 3201 + 433 ? 

0 — d3To + dioUo + 13 = AT + Goo Yo À Gog 
ee , == , 

A31To + As2Vo + Q33 Agile + AgoVo + 3 
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L= dit aroYa Os = QpiEa Fr d29V3 + G93 


Ag1l3 À A30Y3 + ü33 ? Ag1Ta-F ages Tags ? 
L= Gi1Ta FT aroÿa + @13 _ Garda À GpaUa À Qo3 
Ag1Ta + Asa TO 33 ? dyila tt AsoVa F3 | 


Tableau 25 


Dans la pratique il est plus commode de se servir d’une méthode 
particulière de transformation des abaques, découlant de la méthode 
de transformation des abaques à échelles parallèles pour des équa- 
tions du type de Cauchy. Prenons (cf. $6.11) un point arbitraire du 
champ binaire (w, t) et écrivons ses équations dans le système de coor- 
données x0y pour m —n — 1, a — b — 0 et pour une certaine va- 
leur de Æ7, et les équations du même point dans le système x'O'y" 
après introduction des paramètres m, n, a et b et le même 7. On 


obtient 


Hg3a — h34 

GE, = ; 7.2) 

Î3a + Esa ? ÿ fa FT 854 ? ( ) 

Di 5 MN (sa dgsa hs) (7.3) 
nfsa + MEsa nfsa tr ME34 


Dans les formules (7.3) on supposera que m et nr sont des nombres 
algébriques. Des formules (7.2) et (7.3) on déduit les relations sui- 
vantes entre les nouvelles et les anciennes coordonnées : 


r mil x , _ (a—b) mnx+ mnlly— amn il (7.4) 
Poe. (m—n)xz+ nl ? T1 — ({m—n)x+nii | 
Les formules (7.4) sont un cas particulier des formules (7.1). Ce qu'il 
y a d’important dans ces formules, c'est que les cinq paramètres 
qui y figurent admettent une interprétation géométrique simple qui 
a été donnée pendant la construction des abaques à points alignés 
du type de Cauchy à échelles parallèles. 

Les formules (7.4) peuvent être appliquées à la transformation de 
tout abaque à points alignés. La méthode à suivre est très simple. 
Après avoir construit l'esquisse de l’abaque, traçons deux droites 
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parallèles à une distance A l'une de l’autre. Faisons coïncider l’axe 


Oy du nouveau système de coordonnées xOy avec l’une des droites 
tracées. Choisissons ensuite les paramètres m, x, a et b comme dans 
les abaques à points alignés du 
type de Cauchy à échelles pa- 
rallèles. Supposons par exem- 
ple que pour améliorer l’abaque 
(cf. fig. 154) il faille appliquer 
le segment 4,4, sur À;A45: et 
le segment 4,4, sur A34:. 

Les paramètres m, n,a et b 
se déduisent alors du système 
d'équations 


OS Ya = n (Ys— D), 


T 
Fig. 1454. Transformation utilisée dans la Ya =n(yi—b), 
construction d’abaques à points alignés Te = 

pour la forme de Cauchy à échelles pa- où y, Y», Ya et y, Sont les or- 


rallèles: le segment 4,4, se transiorme  {onnées des points A+, À, À 
en le segment A4:, le segment 4,4, en se Nue  . 


le segment 44; et À,, yi, Yo, y3 et y celles 
| des points A;, A:, A3, A4. 
Reste maintenant à écrire les équations de l’abaque transformé 


dans le système de coordonnées x/O'y'. Utilisons à cet effet les for- 
mulcs 


es mix q' __(a—b) mnz+ mnliy—amnH 
(m—n) z+ nil ? (mn) + nil 


« 


où 
T=A +zcosp<+ysine, y —B — x sin p + y cos q. 


Ici æ est l’angle orienté de rotation de l’axe Ox (il est positif si la 
rotation a lieu dans le sens contraire aux aiguilles d’une montre), 
À'et B les coordonnées du point © dans le système de coordonnées x0y. 

À titre d'illustration on a représenté sur la figure 154 un point 
arbitraire À de coordonnées x et y (dans le système de coordonnées 
xzOy) ou x et y (dans le système xOy) et le point 4’ de coordonnées x’ 


et y (dans le système x'O'y') image du point À par cette transfor- 
mation. 

Deux cas particuliers de la transformation projective générale 
présentent un grand intérêt pratique: la transformation affine et 
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l’homologie. En appliquant plusieurs fois la transformation affine 


et l’homologie on peut ramener l’abaque à une forme commode 
à l'usage. Considérons ces transformations particulières. 


$ 7.2. Transformation affine 


Si dans les formules (7.1), on pose dy; = 439 = 0, Ag = 1, on 
obtient des relations linéaires renfermant six paramètres 


2 = Qu® À AuoY + Gus, V° = GniE + Gooÿ + Goge (7.5) 
Les formules (7.5) sont parfois plus pratiques sous la forme 
2 =a+ux(r + 04y), y" —=0 + uy (6,r + y). (7.6) 


Dans les formules (7.6) les paramètres a, b, u,, u,, 0, et Ô, ont une 
signification géométrique suggestive. La variation des paramètres a 
et b se traduit par unc translation de 
l'abaque ; celle des paramètres a, et 
Uy à Ôx —0y —0, par une contraction 
ou une élongation de l’abaque dans le 
sens des axes de coordonnées ; celle des 
paramètres 6. et Ô, à valeurs fixes des 
autres paramètres, par une translation 
le long de l'axe Ox et Oy respectivement. 

La translation le long de l'axe Ox 
est définie par les formules 

Z'=T + ÔLY, y — y. 

Pour y —0,on a x’ —x. Donc les points 
de l’axe Ox sont invariants par cette 
translation. Toute droite passant par 
un point de l’axe Ox se transforme en 
une droite passant de nouveau par ce 
point de l’axe Ox. La figure 155 re- Kig. 155. Translation le long 
présente les images A” d’un point À de de l'axe Oz 
l'axe Oy et O'A' de la droite OA. La 
variation du paramètre Ô, entraîne un déplacement du point A’ sur 
une droite parallèle à l’axe Ox, puisque y = y’, quant à la droite O'A4’, 
image de O4, elle pivotera autour du point O = 0". Le déplacement 
AA’ est proportionnel à l’ordonnée du point À, le coefficient de pro- 
portionnalité étant le paramètre &.. 

La translation le long de l’axe Oy est définie par les formules 


D Sy Vlr For 

Pour z — 0 on a y’ — y. Donc cette translation laisse invariants les 
points de l’axe Oy. Toute droite passant par un point de Oy se trans- 
formera en une droite qui passera par le même point. La figure 156 
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Fig. 157. Translation du champ binaire orthogonal (u, v): a) champ de départ 

(u, v); b) champ d'arrivée (u, v) par translation le long de l’axe Oz; c) champ 

d'arrivée (u, v) par translation le long de l’axe Oy; d) champ d'arrivée (u, v} 
après introduction des deux paramètres de translation 


représente le point 4’, image du point À, de l’axe Ox et la droite 
O"A”, image de la droite OA. La variation du paramètre 0, déplace 
le point À’ sur une droite parallèle à l'axe Oy, puisque x’ — x, 
quant à la droite O'À’, elle pivotera autour du point O0 = 0”. Le 
déplacement AA’ est proportionnel à l’abscisse du point À, le cocffi- 
cient de proportionnalité étant le paramètre 6.. 
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Exemple 49. Considérons la figure 157 qui représente l'effet 
des paramètres 6, et Ô, sur la transformation des éléments de l’abaque. 

La figure 157, a représente un champ orthogonal (4, v) avant la 
trausformation défini par les équations x —=u et y —v; la figu- 
re 197, b, le même champ après une translation le long de l’axe des 
abscisses (x — u + Ov, y” —=v); la figure 157, c — le résultat 
de la translation le long de l’axe des ordonnées (x = u, y Ou + 
+ v); la figure 157, d — le résultat de la translation le long de l'axe 
des abscisses et de l’axe desordonnées (2° == u + Ov, y — Ü,u + v). 

La transformation à six paramètres du plan en lui-même (7.5) 
ou (7.6) porte le nom de transformation affine. Le trait remarquable 
de cette transformation est qu'elle conserve le parallélisme des droi- 
tes. Les six paramètres étant arbitraires, on peut toujours appliquer 
trois points quelconques non alignés du plan sur trois points quel- 
conques du même plan, non alignés également. En général, deux 
points de l’abaque sont laissés invariants, quant au troisième, il est 
choisi de façon à améliorer l’abaque image. 


$ 7.3. Propriétés fondamentales de l’homologie 


Considérons l'application suivante du plan & sur lui-même. Soit 
un plan auxiliaire arbitraire &° et deux points quelconques ©, et O,, 
non situés sur ces plans (fig. 198). À partir du point O, projetons 
un point À du plan & sur un point À, du plan &'. À partir du point 
O, projetons À, du plan &’ sur un point À” du plan «. 

En effectuant celte opération pour tous les points du plan ©, 
y compris pour les points à l'infini, on applique ce plan sur lui- 
même. 

Un point à l'infini est défini par une direction. Joindre un point 
donné à un point à l'infini par une droite revient à mener par ce 
point une droite parallèle à la direction donnée. Les points à l'infini 
constituent la droite de l'infini. C'est l’intersection de tous les plans 
parallèles à un plan donné. 

Cette application conserve l'alignement des points. Donc elle 
conserve les abaques à points alignés. 

On voit sur la figure 158 que dans le plan & sont invariants la 
droite p d'intersection des plans et le point ? où la droite passant 
par les centres de projection ©, et ©, coupe le plan «&. 

Cette transformation s'appelle homologie ou transformation pro- 
jective. La droite invariante p est l'axe d'homologie, le point invariant 
P le pôle ou le centre d'homologie, les points À et À" des points homo- 
dlogues. De la figure 158 il résulte que les points homologues et le 
centre d’homologie sont alignés. 

Considérons un autre exemple d'homologie. Soit donnés deux 
plans & et «” et un point © extérieur à ces plans (fig. 159). À partir 
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du centre O projetons les points du plan & sur le plan &’, puis ame- 
nons les deux plans en coïncidence par rotation autour de leur droite 
d’intersection p. Cette transformation des points du plan & est une 
homologie d’axe la droite p et de centre le point en lequel tombent, 
après coïncidence des plans, leurs points d’intersection avec le rayon 
passant par p et perpendiculaire au plan bissecteur de « et &’. 
L'homologie est définie si l’on connaît l'axe, le centre et deux 
points homologues. On peut l’effectuer sur un plan sans recourir 


0, 


Fig. 158. Application du planæsurlui- Fig. 159. Application du plan & sur 
même par projection à partir d'un cen- lui-même par projection à partir d'un 
tre O, sur un plan auxiliaire &’et pro- centre O sur un plan auxiliaire a’ et 
jection de æ&’ à partir d'un centre O, superposition de & et &«’ par une rota- 
sur œ tion autour de leur droite d’intersec- 

tion 


à une construction dans l'espace, en utilisant ses propriétés suivan- 
tes qui découlent de la figure 158: 

1) les droites passant par le centre d’homologie sont invariantes, 
car elles possèdent deux points invariants: le centre d'homologie 
et le point d’intersection avec l’axe d’homologie; 

9\ les droites ne passant pas par le centre d'homologie ne possé- 
dent qu’un point invariant : le point d’intersection avec l’axe d'homo- 
logie, c’est pourquoi elles pivotent autour de ce point par cette 
transformation. 

Considérons quelques exemples de résolution de problèmes types 
que l’on rencontre en se servant de l’homologie. 


Exemple 50. On donne l’axe d’homologie p, le centre d’ho- 
mologie ?, deux points homologues À et À’, un point B. Construire 
le point B'. 

La figure 160 représente la solution du problème dans le cas où 
les points À, A' et B ne sont pas alignés. Menons la droite PB et la 
droite BA. Celle-ci coupe l'axe d’homologie en C. La droite PB 
est invariante, puisqu'elle passe par le centre d’homologie. La droi- 
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te CA est appliquée sur C4”, car le point C est invariant et l’image 
de À est 4’. Le point B” doit être situé simultanément sur la droite 
PB et la droite CA”, c’est donc leur point d’intersection. Pour cons- 
truire le point B° il faut donc construire trois droites. 

La figure 161 correspond au cas où les points À, À’ et B sont 
alignés. De même que nous avons construit C, non aligné avec À, À” 


Fig. 160. Construction du point B° Fig. 161. Construction du point B° dans le: 
dans lo cas où les points À, A’et cas où les points À, A’ ct B sont alignés 
B ne sont pas alignés 


et B, construisons d’abord le point C” et ensuite le point B° en uti- 
lisant les points homologues C et C”. 

De la figure 158, on déduit que les droites parallèles à l’axe d’ho- 
mologie se transforment en droites parallèles à l’axe d'homologie. 
La droite de l'infini se transforme en une droite parallèle à l'axe. 


Exemple 51. Soient donnés l'axe d’homologie p, le centre P,. 
les points homologues À et À’. Construire la droite q', image de la 
droite de l'infini q. 

Les figures 162 et 163 représentent les solutions correspondant. 
à deux positions différentes des points homologues À et À”. Choisis- 
sons une direction arbitraire non confondue avec celle de 44° et. 
soit B son point à l'infini. Cette direction est indiquée par des flè- 
ches sur les figures 162 et 163. Joignons les points P et À par des. 
droites au point à l'infini B, autrement dit mcnons par ces points 
des droites parallèles à la direction donnée. Le point B” doit être situé. 
sur la droite menée par le centre d’homologic P dans la direction du 
point B et sur la droite CA”, image de la droite CA. Donc le point B° 
est situé à la rencontre des droites PB et CA’. En menant par B° 
une droite parallèle à l’axe d’homologie, on obtient l’image g’ de 
la droite de l'infini q. 


Exemple 52. Etant donnés l'axe d’homologie p, le centre P, 
la droite q', image de la droite de l'infini q, le point À, construire le: 
point À”. 
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Ce problème est l’inverse du précédent. Les figures 162 et 163 en 
représentent la solution pour deux positions différentes de la droite 
g'. Prenons un point quelconque B° sur la droite q”’. Joignons P et B' 
par une droite. À partir du point À traçons une parallèle à PB". 


À 
f [ 
ê) À 
ÿ / 
fe 
m7 
q = 


Fig. {162. Construction de la Fig. 163. Construction de la 

droite g” dans le cas où elle cest droite g’ dans le cas où elle est 

située au-dessus de l’axe d’ho-  situéc au-dessous de l’axc d’ho- 
mologie mologie 


Elle coupera l'axe p en un point C. Le point cherché 4’ est le point 
d'intersection des droites AP et CB. 

La position du point A’ ne dépend pas du choix du point auxiliai- 
re B’ sur la droite g’. En particulier, on peut prendre ce point tel 
que la droite B'P soit perpendicu- 
laire à l’axe d’homologie. 


Exemple 93. Etant donnés l'axe 
d'homologie p, deux couples de 
points homologues À, et À, A, et 
A2 alignés, on demande le centre 
d’homologie P, 

La figure 164 représente la solu- 
tion de ce problème. Choisissons un 
point quelconque B et cherchons son 
homologue B”. Traçons à cet effet 
les droites ÀA,B et ÀA,B jusqu’à leur 
Fig. 164. Construction du centre intersection C ct D avec l'axe d'ho- 
d’homologie P dans le cas où sont mologie p. Le point B° n'est autre 
donnés l'axe d’homologie p et deux que le point de rencontre des droites 
couples de points homologues ali- AiC et A5D. Le point cherché P 

Rennes est situé à la fois sur A,A: et BB", 
c’est donc leur point d’'intersection. 

En géométrie projective on démontre qu'en utilisant trois fois 
l'homologie on peut transformer quatre points d’un plan non alignés 
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trois à trois en quatre points quelconques du même plan non alignés 
trois à trois. Mais les constructions graphiques qui en résultent sont 
compliquées. Il est bien plus suggestif de résoudre ce problème com- 
me suit: par la transformation affine (7.6) on applique trois points 
en trois des points donnés, puis par deux 
homologies on applique le quatrième D" 
à : z r 
point dans le quatrième point donné. Diner 


> Î 


Exemple 54. Exposons la marche à 
suivre pour résoudre la deuxième partie 
du problème posé. Supposons (cf. fig. 165) 
que les points À, Bet C occupent déjà la 
position requise et qu'il faille appliquer 
D' sur D. Traçons les droites BD' et CD. p 
Elles se coupent en D”. Adoptons la droi- ‘! 
te AC pour axe d'homologie p,;, le point 
B pour centre d'’homologie, les points 
D" et D" pour points homologues. Les 
points À, B et C'sont invariants par cette Fig. 165. Utilisation succes- 
transformation, quant au point D’, son LE de deux homologies pour 
” . a transformation de D'en D, 
image est le point D”. Adoptons la droite  jes points 4, B et C étant 
AB pour axe d’homologie p,, le point C fixes 
pour centre d’homologie, les points D" 
et D qui sont alignés avec C pour points homologues. Les points 
A,BetC sont invariants par cette transformation, quant au point D”, 


YA y! il se transforme en le point D. 


(l 
! 
(D 
| 
! 
(l 
(©) 
Ê 


$ 7.4. Déduction des formules 
d’homologie 


La déduction des formules 
d’homologie repose sur la cons- 
truction de la figure 162 qui repré- 
sente La solution de l’exemple 52. 
On choisira le point B°' sur la 
droite g’ de telle sorte que la droi- 
te PB" soit perpendiculaire à l’axe 
d’homologie. Disposons les systè- 
mes superposés de coordonnées 
xOy et x'O'y' (cf. fig. 166) de 
Fig. 166. l'igure construite d’après le telle sorte que l'axe Ox (0'x') 
schéma 162 pour la déduction des for- vienne en coïncidence avec l’axe 

mules d’homologie d'homologie et l'axe Oy (O'y') 

passe par le point P. Reprenons 

ensuite la construction de la figure 162 pour déterminer le point À'. 
Soient Z la distance de P à l’axe d’homologie, Z la distance entre 


12—049 
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les parallèles p et g’ (si g’ est situé en dessous de la droite p, alors 
1 < 0). Traçons les droites. AC || Oy, A'D || Oy, AE |] Ox. Le point 
A’ est alors le point de rencontre des droites B'C et AP. On a OP =T; 
OB'" — l; OC =. EA = À; CA = Ÿ, OD = ZX’; DA’ = y"; DC = 
— FA =x—2x'; FA" =y — y; EP = L — y. La similitude des 
triangles OB'C et DA'C entraîne 


OB' _ DA' 
OC 7 DC 
ou 
re (7.7) 
T L— ZT 
La similitude des triangles EPA et FA'A donne 
EP FA 
EA — IA 
ou 
LE y. Yÿ- 24 
a er (7-8) 
Des équations (7.7) et (7.8) il suit 
Fr L— L) T 1 Ly 
Pr us ML: (7.9) 


Les formules (7.9) qui sont un cas particulier des formules (7.1), 
sont remarquables par la signification géométrique des paramètres 
L et L: L'est la distance du centre d'homologie à l’axe, / la distance 
entre l'axe d'homologie et la droite, image de la droite de l'infini. 
Lorsque L — 0 le centre d’homologie est situé sur l’axe d'homologie, 

De l'équation (7.7) et de la deuxième équation (7.9), on déduit les 
formules suivantes pour la détermination du paramètre L en fonc- 
tion des coordonnées des points homologues À (x; y) et A’ (x’; y’): 


=, (7.40) 
_- 


La formule (7.10) n’a pas de sens pour x — x’ — 0. Dans ce cas il 
faut se servir de la formule (7.11). Celle-ci n’a pas de sens à son 
tour pour y = y" = L. On utilisera alors la formule (7.10). Les for- 
mules (7.10) et (7.11) se complètent. Dans la pratique le paramè- 
tre L est plus facile à déterminer graphiquement (cf. exemple 51). 
Les formules (7.10) et (7.11) doivent être utilisées dans les cas seu- 
lement où la droite q” déborde du dessin. 

Les formules d’homologie peuvent être déduites sous une forme 
différente à partir des formules (7.4) en posant m = 1, a — b — 0. 
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On obtient 


; Hx : nlly 
ou ({—n)z+ni ? 1 ({—n)z+nl * (7.12 
Montrons que les formules (7.12) définissent effectivement une homo- 
logie. Soit x — 0. Les formules (7.12) donnent alors z'=0 et y" =y, 
i.e, l’axe Oy est invariant. Donc l’axe d'homologie coïncide avec l'axe 
Oy. Par ailleurs pour x = Æ et y —0, 
on a xæ'— 11 et y —0. Donc le point yAy” 
de coordonnées x — }1 et y = 0 est in- 
variant, i.e. est le centre d'homologie. 
La figure 167 représente la disposition 


de l'axe d’homologie p et du centre P 
d'homologie P correspondant aux for- 
mules (7.12). 
On remarque qu’à partir des formu- ; p 
les (7.12) on peut déduire les formules 440 4 
(7.9) par substitution de y à x, x ày, # # 
y à x’, x’ à y’ et L à H. On obtient a 
RES Fig. 167. Disposition de l'axe 
QU d’homologie p et du centre d'ho- 
(—n) y+nl Hobeee NET aux 
r Ly ormules (7.12) 
Je G—=ny+nt : (7.15) 


En comparant les formules (7.9) et (7.13) on déduit la relation sui- 
vante entre les paramètres n, ! et L: 
l— L 

l e 


= 


$ 7.9, Méthode d’application de l’homologie 


Le problème de l’utilisation de l’homologie se résout après la 
construction de l’esquisse de l’abaque. Une analyse permet d’en 
éliminer les défauts. On choisit ensuite sur l’esquisse l'axe d’homolo- 
gie, le centre et deux points homologues. Puis, par la méthode décrite 
plus haut (cf. exemple 50), on construit point par point l’esquisse de 
l’abaque transformé. Si dans l'esquisse initiale les échelles sont 
rectilignes, la construction est singulièrement simplifiée, car on 
peut aussitôt tracer la droite qui servira de support à l'échelle trans- 
formée. Cette construction définit les paramètres L et L. 

Si l’esquisse de l’abaque transformé est satisfaisante, on écrit 
les nouvelles équations de ses éléments, on les calcule et on trace 
ensuite un abaque de travail. Pour composer les équations de l’aba- 
que transformé il faut d’abord écrire les équations de ses éléments 
dans le même système de coordonnées que celui dans lequel sont 
déduites les formules d’homologie (7.9) (l’axe Ox coïncide avec l’axe 
d'homologie, l'axe Oy passe par le centre d’homologie) et appliquer 
12% 
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ensuite les formules (7.9) pour les valeurs trouvées des paramètres L 
et L. 

Plus bas on examine quelques exemples de résolution de problèmes 
types que l’on rencontre lorsqu'on transforme les abaques par homo- 
logie. 


Exemple 55. On donne l’abaque à échelles parallèles uw et v et 
à échelle curviligne w de la figure 168. Transformons-le de telle sorte 
que les extrémités inférieures des échelles soient invariantes, que 
la hauteur Z de l’abaque ne varie pas, que l'échelle v reste verticale 
et ses extrémités invariantes, et, enfin, que l’image du point À soit 
le poiut À’. 

Pour axe d’homologie p prenons la droite passant par les extré- 
mités inférieures des échelles w, v ct w, pour centre d'homologie P 


g’ 


Fig. 168. Application de l’homologie à Fig. 169. Application de l’homologie à 
É pe , ° . ] Fr 

la modification de la graduation d’une  l’oblention d'un abaque dont les échel- 
échelle rectiligne moyennant une trans- les remplissent le rectangle du dessin, 


formation du point À en A’, lesexlré- moyennant une transformation du 
+ Ld La La . 0 . È ’ 
mités de l'échelle étant invariantes point À en À 


l'extrémité supérieure de l'échelle v, pour points homologues les 
points À et À’. La figure 168 représente La construction des points C” 
et D’, du point B' et de la droite g'. En mesurant la distance entre les 
droites p ct q' on détermine le paramètre L. Les points de l'échelle 
transformée v se construisent à l’aide des points homologues C et C’ 
ou D et D' (cf. exemple 50). On peut calculer le paramètre Z par les 
formules (7.10) ou (7.11). Sur la figure 168 on voit comment varie 
en fonction de la position du point À’ et inversement comment À‘ 
se déplacc lorsque ! varie. 


Exemple 56. On donne l’abaque à échelles parallèles w et v et 
à échelle curviligne w de la figure 169. Transformons-le de telle sorte 
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que les extrémités inférieures des échelles et la hauteur Z soient inva- 
riantes, que l'échelle x reste verticale, que l’origine et l'extrémité 
de l’échelle w soient situées sur une droite parallèle aux supports des 
échelles x et v. 

Prenons pour axe d’homologie p la droite qui passe par les extré- 
mités inférieures des échelles uw, v et w et pour centre d’homologie P 
l'extrémité supérieure de l'échelle w, pour points homologues les 
points À et À’, où À est l’extrémité supérieure de l’échelle w, À° le 
point de rencontre de la droite 4P et de la droite passant par l’extré- 
mité inférieure de l'échelle w parallèlement aux supports des échel- 
les u et v. Construisons B” et la droite g’ (cf. exemple 51) à l’aide des 
points homologues À et À’. La droite qui passe par B” et par l'extré- 
mité inférieure de l'échelle v nous donne le nouveau support de cet- 
te dernière. Déterminons le paramètre / en mesurant la distance en- 
tre les parallèles p et q'. Le paramètre ! peut également être déduit 
à partir des formules (7.10) ou (7.11). 


Exemple 57. On donne l’abaque à trois échelles curvilignes 
u, vet w de la figure 170. Les origines M,, M, et M, et les extrémi- 


Fig. 170. Application de l'homologic à l'obtention d’un abaque dont les cxtré- 
mités des échelles sont situées sur des droites parallèles, moyennant unc trans- 
formation du point N; en N: 


tés N,, N, et N, des échelles sont situées sur des droites qui ne sont 
pas parallèles. Transformons l’abaque de telle sorte que les droites 
MM; et NN, deviennent parallèles, et les points M3, M, et N, 
restent invariants. 

Prenons la droite M,N, pour axe d’homologie p, le point M; 
pour centre d’homologie P, les points W, et N3 pour points homolo- 
gues, V3 étant le point de rencontre de la droite M,N, et de la droite 
qui passe par V, parallèlement à M,M,. La construction des points 
M et V2 est représentée sur la figure 170. Le point V2 est l’inter- 
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section des droites MAN, et N,N3. On peut construire la droite q' 
à l’aide des points homologues W, et V3 (cf. exemple 951). Dans ce 
cas la droite qg’ et le centre d'homologic P seront situés de part et 
d’autre de l’axe d’homologie p. Le paramètre / sera donc négatif. On 
pourra le calculer également par les formules (7.10) et (7.11). 
L'’abaque transformé qui est représenté sur la figure 170 en 
pointillé peut encore être transformé sous réserve que les droites 
M3aN3 et MN, soient parallèles et les points 17.,Af,et N,invariants. 
: A cet effet il faut adopter la droite 
M;,M, pour axe d’homologie, le point 
N, pour centre et les points V3 et NV; 
pour points homologues, le point W3 
étant le point de rencontre de la droite 
N,N3 avec la droite parallèle à AZ,N, 
qui passe par le point NW. 


Exemple 58. La figure 171 repré- 
sente l’abaque de la relation 
sa Le re de 1 
Fig. 171. Obtention d’échelles x u UV w 
et v de même échelon moyennant : te ; .: 
un choix convenable du centre Construit d'après la méthode décrite 


d'homologie, de l'axe d’homo- au $ 6.4. Les échelles w et v sont sy- 
logic ct des points homologues 


métriques par rapport à l'échelle ver- 

(l’axe d’'homolocie coïncide avec ne se 
l'échelle v, le centre d'homolo-  ticale w. Les extrémités supérieures des 
gie avec l'extrémité supérioure échelles sont situées sur une horizon- 
de l'échelle ») tale, les extrémités inférieures sur une 
oblique. Transformons l’abaque de telle 
sorte que les supports des échelles extrêmes soient invariants et la 
longueur de l'échelle de droite égale à celle de l’échelle de gauche. 
Le problème est résolu si l’on se donne l’homologie de la façon 
suivante. On prend pour axe d’homologie x le support de l’échelle u, 
pour centre P l’extrémité supérieure de l'échelle v, pour points homo- 
logues À et 4’ l'extrémité inférieure de l'échelle v et le point d’inter- 
section du support de cette dernière avec la droite horizontale passant 

par l'extrémité inférieure de l'échelle u. 


Exemple 59, La figure 172 représente un abaque de la formule 
uw? = u? -t- v? 


sur les intervalles 0 £<u <3, 0<v<4, 0< w 
tions de ses éléments sont: 
échelle z : 


5. Les équa- 


0; y = 1ôu": 
échelle v: 


"120, y 10v": 
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échelle w : 
x = 711,1, y — 6,43w°. 


La droite en pointillé représente la solution de l’exemple numé- 
rique: u —= 1,2, v — 2,9 ; réponse w = 3,14. On constate que l'échelle 


_ÿ 


Fig, 172. Abaque à points alignés ct échelles parallèles pour la formule w? — 
— y? + y? 


w diffère nettement d’une échelle métrique. Transformons l’abaque 
de telle sorte que l'échelle w soit proche d’une échelle métrique. 

Faisons coïncider l’axe d’homologie avec l'axe Ox.: Plaçons le 
centre d’homologie au point coté 5 de l’échelle w. On trouve L — 
— 6,43 (5? — 0?) = 160,7 mm. Ecrivons les équations des éléments 
de l’abaque dans le nouveau systéme de coordonnées æOy, où l’axe Oy 
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est confondu avec le support de l'échelle w et l’axe Ox avec l'axe 
d’homologie : 


échelle u: 

x —717,1, y—18u?; 
échelle v: 

x = 42,9, y = 10%? ; 
échelle w : 

xz=0, y = 6,43w2. 


I] reste maintenant à choisir les points homologues. Si l'échelle w 
était métrique, le point de cote w = 2,5 se trouverait au milieu de 


1,5 
\ 
- 5 
0,5 E 
0 ) 
0° TZ” 


Fig. 173. Abaque à points alignés à échelles rectilignes concourantes pour Ia 
formule w? — u? + v?, déduit de l’abaque de la figure 172 par une homologie 
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l'échelle et aurait pour ordonnée 0,5L = 0,5-160,7 = 80,3 mm. 
Exigeons que le point de cote w — 2,5 et de coordonnées x =: 0 
et y = 6,43.9,5? — 40,2 mm ait pour image le point x’ = 0, y — 
— 80,3 mm. Pour déterminer la valeur correspondante du paramètre E 
appliquons la formule (7.11) qui s'écrit ici: 
P= y" (L— y) 
jy 
On a L — 160,7 mm, y = 40,2 mm, y’ — 80,3 min. Il vient 


gs = 241,3 mn. 
Les formules d’homologie (7.9) s’écrivent 
8 (241,3—160,7)x … 80,6x 
241,3—160,7+y  80,6-Ly ? 
_—. 241 ,3y ___ 241,3y 


Fe 241,3—160,7Ly  80,6+y | 


Les équations des éléments de l’abaque transformé s’écrivent dans 
le système de coordonnées x'O'y': 


échelle u: 
z' — 80,6 (— 77,1) , _ 241,3-.18& , 
7 80,6 18u2 ? Fo 80,6+18u2 ? 
échelle v: 
’ 80,6-42,9 ; 241,3:10v? 


780,64 400 * Ÿ —"80,6+10w 
échelle w: 
y 80,6-0 , _ 241,3.6,43w? 
— 80,6+6,43w7 ” Ÿ "80,616, 430? : 


L’abaque correspondant est celui de la figure 173. L’échelle w s’est 
améliorée : elle est devenue plus proche d’une échelle métrique. La 
ligne en pointillé représente la solution du même exemple numérique 
que celui de l’abaque de la figure 172. 


TL 


CHAPITRE 8 


ABAQUES À ENTRECROISEMENT COMPOSÉS 
ET LEUR TRANSFORMATION 
EN ABAQUES D’AUTRES TYPES 


$ 8.1. Abaques à entrecroisement composés 
pour équations à quatre variables 
et leur transformation en d’autres 
types d’abaques 


Parmi les équations à quatre variables 


{u, vu, w, t) = 0 (8.1) 
celles qui se ramènent à Ja forme 
Oo (u, 0) = 1% (w, t) (8.2) 


présentent un grand intérêt pratique. La méthode de représentation 
de ces équations par un abaque est la suivante. En introduisant une 


Fig. 174. Schéma d'un abaque composé à entrecroisement pour l’équation 
 (u, v) = 4 (w, t) 


‘variable auxiliaire «, on remplace l'équation (8.2) par les équations 
‘suivantes : : | 


P (u, 1) = ©; (8.3) 
Ÿ (w, t) = a. (8.4) 
Choisissons (cf. fig. 174) une famille arbitraire de lignes & et coupons- 
la par deux familles arbitraires de lignes w et t en exigeant seulement 
qu'elles forment les réseaux (&, u) et (œ, t) avec les lignes &. Dans 
ces réseaux construisons les familles v et w à l’aide des équations 
(8.3) et (8.4). 

L’abaque obtenu s'appelle abaque à entrecroisement composé. Il est 
formé de deux abaques à entrecroisement admettant une famille 
commune de lignes de la variable auxiliaire &. Il n’est pas néces- 
saire de connaître les cotes des lignes «& lorsqu’on se sert de cet abaque. 
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C'est pourquoi la famille de lignes &« peut être muette ou constante. 
Cette famille s'appelle famille de lignes de liaison. 

La clef de l’abaque est représentée sur la figure 175. Pour déter- 
miner & d’après des valeurs données de u, v et w, on trouve le point 
de rencontre des lignes w et v possédant ces cotes. Par ce point passe 
une ligne de liaison «&, dont l'intersection avec la ligne donnée w 


# & 


(a 4 
Fig. 175. Clef de l’abaque de la figure 174 


donne le point cherché. La cote de la ligne { passant par ce point 
fait connaître la réponse t. On résout les autres problèmes de façon 
analogue. 

Le choix des familles de lignes &,u, t étant arbitraire, on prend 
-en général des familles régulières ou logarithmiques de droites parallè- 


U 4 


LS 
PE 2 PA PR NN AE 
PACA A NN 
ALES A ONU 


AÉAE JPEINNNS 


Fig. 176. Schéma d'un abaque composé à entrecroisement pour l'équation 
p (u, v) = 1h (w, t), constitué de deux familles de courbes et de trois familles de 
droites parallèles 


les, telles que les droites et { soient perpendiculaires aux droites «&. 
On obtient ainsi un abaque formé dé deux familles curvilignes et 
de trois familles de droites parallèles (fig. 176). 

Si l’on sait que l’équation (8.1) peut être ramenée à la forme (8. 2) 
il n'est pas nécessaire d’expliciter les fonctions et dans les équa- 
tions (8.2) pour construire l’abaque. Dans ce cas on le trace de la 
façon suivante [68]. On se donne des familles arbitraires u, { et @ 
comme sur la figure 176. On n'’inscrit pas les cotes des droites hori- 
‘zontales &. On coupe la famille de droites u par une ligne quelconque, 
_une droite par exemple, et on lui affecte la cote v,. Les droites u dé- 
‘terminent sur elle une échelle w, qui, à son tour, gradue les droites 
‘horizontales en u. On obtient en définitive le réseau orthogonal 
(u, t) (fig. 177, a) constitué de droites horizontales uw et de droites 


En 
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verticales {. Construisons dans ce réseau la famille de lignes w à l’aide 
de l'équation 
Fu, vo, w, t) = 0. (8.5) 


On obtient l’abaque à entrecroisement de cette équation. Choisissons 
une ligne quelconque w,. Les droites { y découpent une échelle t 
qui gradue les droites horizontales en t. Donc on obtient de nouveau 


Fig. 177. Construction d’un abaque du type de la figure 176 pour l'équation 

F (u, v, w, t) — O0 sans réduction préalable à la forme @œ (u, v) = 1 (w, t): 

a) mise en place du réseau auxiliaire (u, #) à l’aide de la droite v,; b) mise en 
place du réseau auxiliaire (w, t) à l’aide de la ligne w, 


un réseau orthogonal (u, t) (fig. 177, b) constitué de droites horizon- 
tales { et de droites verticales uv. Traçons dans ce réseau la famille v 
à l’aide de l'équation 

F (u, v, wo, t) == 0. (8.6) 


On obtient l’abaque à entrecroisement de cette équation. En défi- 
nitive on aboutit à l’abaque de la figure 176. 
Dans le cas où l’équation (8.1) ne se ramène pas à la forme (8.2) 


« 


l’algorithme étudié conduit à un abaque approché qui sera exact 


Fig. 178. Clef de l’abaque de la figu- Fig. 179. Clef du dual de l’abaque de 
re 176 la figure 176 


pour v = voetw —= w,, i.e. ne sera exact que pour les deux cas parti- 
culiers des équations (8.1) — les équations (8.5) et (8.6) — à l’aide 
desquelles il a été construit. 

Soit à chercher le dual de l’abaque de la figure 176. Dans sa clei 
qui est représentée sur la figure 178, désignons par I le point de 
rencontre des lignes u, v et «& et par Il celui des lignes w, t et «. 
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Une transformation corrélative (cf. fig. 179) fait correspondre aux 
points I et II deux droites résolvantes Ï et II qui se coupent en un 
point æ«, image de la droite &. La droite w se transforme en un point 
u de la droite I, la courbe v en une courbe v tangente à la droite Ï, 
la droite t en un point { de la droite I[, la courbe w en une courbe w 
tangente à la droite 11. En définitive on obtient un abaque composé 
à points alignés à trois contacts ponctuels et à deux contacts tangentiels 
(fig. 180). Dans cet abaque 

l'échelle &« peut être cons- 

tante. L'une quelconque des 


grandeurs u, v, { et w se trou- 0 TN 

ve par une double applica- TD Pan LD 

tion de la règle. 4 lo! on 2 
Les familles de droites «, PDA TNA 

u et é étant choisies arbi- PA TD À 

trairement dans l'’abaque à PCUEN à 

entrecroisement de la rela- TON 

tion (8.2), on conclut que f 


dans l’abaque dual on peut 

choisir de façon tout à fait | 

arbitraire les échelles &, w et Fig. 180. Schéma du dual de l’abaque de la 
t. Les lignes v et w peuvent figure 176 

être construites d’après des 

exemples à l’aide des équations (8.3) et (8.4). L’échelle & peut 
rester constante. L'’abaque sera commode à l'usage si les familles 
de lignes seront disposées dans une bande étroite et ne présenteront 
pas de points de retour et de point d’inflexion. 

Les familles de lignes de liaison & étant arbitraires dans l’abaque 
à entrecroisement de la relation (8.2), on est libre de les prendre 
sous la forme d’un faisceau de droites de sommet P ou d’une famille 
de cercles concentriques de centre le point P. Si l’on ne conserve que 
les centres P, on obtient les abaques des figures 181 et 182. Le mode 
d'emploi des abaques est très simple. L'abaque de la figure 181 
exige une simple application de la règle, celui de La figure 182 une 
simple ouverture de compas. 

Comme dans le cas précédent, on peut se poser la question de 
savoir de quelle forme doivent être les équations (8.3) et (8.4) pour 
que l’abaque à entrecroisement composé soit rectiligne. IL est aisé 
de voir qu'une condition nécessaire est que ces équations se ramènent 
à la forme 


fitu) gitu) 1 f(a) ga) ]! 
fa(v) gatv) 11=0, |fs(w) gs(w) 1120. (8.7) 
J(a) ga) 1 Ja (4) 8) 1 


Dans ce cas les équations des familles de droites de l’abaque s’écri- 
vent : 
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droites u : 


[Ch 8 


fa (u) x + g (u)y + 1 =0; 


droites v: 


fa W) z + ge (v) y +1 =0; 


droites «: 


f(a) x +g(a)y+1—0; 


droites w: 


fa Qw) x + 83 w)y +10; 


droites t: 


fa Cr +aby+i=0. 


L'abaque est représenté sur la figure 183. 
Son dual est un abaque à double alignement composé des échelles 
curvilignes u, v, w, œet t. Le schéma est représenté sur la figure 184. 


Fig. 181. Schéma de l’abaque à points 

alignés pour l'équation œ(u, v) — 

—1 (w, t) obtenu en remplaçant le fais- 

ceau de droites à par son centre P dans 

l'abaque à çentrecroisement de cette 
équation ” 


© P 


Fig. 182. Schéma de l’abaque à points 
équidistants pour l'équation q (u, v)— 
= 1) (w, t) obtenu en remplaçant le 
faisceau de cercles concentriques « par 
son centre P dans l'abaque à entre- 
croisement de cette équation 


C'est l’abague à échelle à points alignés le plus général pour une rela- 
tion à quatre variables. Pour trouver la forme de la relation représentée, 
il faut éliminer la variable auxiliaire « entre les équations du système 


(8.7). 


Si dans les équations (8.7), on remplace toutes les fonctions d’une 
variable par des fonctions de deux variables, on obtient un système 


de deux équations 


fau, Oo) Bio, &o) 

fau (cs, Qi) Baa (os, x) 1|—0, 

f5(&, &s) g: (4, 5) 4 

fs(@&, 5) gs(&, &s) 1 en 
fer (@e, Q7) Ser(a, &r) 1 =0, 

fso (as, Go) Sso(as, Go) 
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Fig. 183. Schéma d'un abaque composé rectiligne à entrecroisement pour les 
équations (8.7) 


Fig. 484. Schéma d’un abaque à points alignés composé, dual de l'abaque de 
la figure 183 
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Fig. 185. Schéma de l'abaque composé à double ner le plus général pour 
les équations (8.8), obtenu par généralisation de l’abaque de la figure 184 
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liant neuf variables &,, &:, . . ., & et la variable auxiliaire «@. 
L’abaque est représenté sur la figure 185. La famille de lignes attri- 
buée à la variable auxiliaire & n’a pas été portée sur l’abaque. La 
relation représentée par l’abaque s’obtient par élimination de la 
variable auxiliaire & entre les équations du système (8.8). Cette 
relation ne peut être explicitée que dans quelques cas particuliers. 

L’abaque obtenu est l’abaque à points alignés à double alignement 
le plus général (abaque à champ unaire). 


$ 8.2. Abaques à entrecroisement composés 
pour équations à cinq variables 
et leur transformation en d’autres 
types d’abaques 


« 


Pour qu'une relation à cinq variables soit représentable par un 
abaque à entrecroisement composé, il faut la décomposer, en introdui- 
sant deux variables auxiliaires, en trois équations à trois variables. 
La forme la plus générale d’équation représentable par cet abaque est 


s—P(t, D(w, p(u, v)}. (8.9) 


En introduisant les variables auxiliaires & et f, on décompose 
l'équation (8.9) en trois équations 


pu v)=a, D(w, a) =B, s—P(t, B). (8.10) 


Prenons les familles arbitraires des variables auxiliaires & et f 
telles qu'elles forment un réseau (x, B). Puis faisons couper la famille 
de lignes &« par une famille arbitraire de lignes w et la famille de 
lignes $, par une famille arbitraire de lignes s (cf. fig. 186). Construi- 
sons dans les réseaux (æ&, u), (œ, f) et (B, s) les familles de lignes v, 
w et { à l’aide des équations (8.10). Après la construction des abaques 
on peut reudre muettes les familles de lignes & et B en omettant leurs 
cotes. Elles portent de nouveau le nom de familles de lignes de liaison. 
La clef de l’abaque est représentée sur la figure 187. 

Les familles de lignes u, &, et s étant choisies arbitrairement, 
on peut les prendre sous forme de familles de droites parallèles suc- 
cessivement perpendiculaires l’une à l’autre. On obtient l’abaque 
de la figure 188. La famille de parallèles & fait un angle de 45° 
avec l'horizontale, la famille w un angle de 135°, etc. 

On peut omettre de tracer les droites parallèles & et $ (cf. fig. 189), 
mais il faudra alors lire cet abaque avec un té et une équerre équila- 
tère (cf. fig. 190). L’abaque peut être orienté sur une planche à des- 
sin à l’aide des familles de droites parallèles w ou s. Le mode d'emploi 
est alors le suivant. On trouve le point de rencontre des lisnes données 
u et v et on applique sur lui le côté gauche de l’équerre. On note le 
point d’intersection du côté gauche avec la ligne donnée w. Puis 
on applique le côté droit sur le point repéré et au point d’intersection 
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Fig, 1486. Schéma d’un abaque composé à Fig. 187. Clef de l’abaque de la 
. LEA Q . » 
entrecroisement pour 1 équation (8.9) figure 186 


Fig. 188. Schéma d’un abaque compo- Fig. 189. Schéma de l’abaque pour l’équa- 
sé à cntrecroisement de l'équation Lion (8.9), déduit à partir de la figure 188 
(8.9), constitué de quatre familles de par suppression des droites parallèles at- 
droites parallèles uw, «, f, s alternati-  tribuécs aux variables auxiliaires &@ et f 


vement perpendiculaires l’une à l'au- 
tre, ct de trois familles de courbes v, 
w CtÉ 


PANNE 


KE 


NN 


Fig. 190. Application d’une planche, d'un té et d'une équerre équilatère à la 
lecture de l’abaque de la figure 189 


13-049 
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du côté droit avec la ligne donnée t on lit la réponse s. Cette méthode 
est très commode dans le cas où les calculs sont nombreux. 

On peut remplacer le té et l’équerre par une feuille de papier trans- 
parent sur laquelle on aura porté deux droites perpendiculaires «et f, 
leur point d’intersection M et une droite horizontale directrice 4, 
faisant avec & et $ un angle de 45° et 135° respectivement. Dans la 
partie inférieure de l’abaque de la figure 189, il faut tracer la famille 


Fig. 191. Schéma d’un abaque à transparent orienté déduit de la figure 188: 
a) fond; b) transparent 


de droites horizontales directrices a qui font avec les droites uw ets 
les angles de 135° et de 45°. On obtient l’abaque de la figure 191 
qui rentre dans la classe des abaques à transparent orienté. 11 est consti- 
tué d’un plan fixe ou fond (fig. 191, a) et d’un plan mobile ou transpa- 
rent (fig. 191, b). Pour déterminer s à l’aide de l’abaque de la fi- 
gure 191, on fait glisser le transparent sur le fond de telle sorte que 
la droite a, soit parallèle aux droites a, que le point M tombe sur la 
ligne donnée w et la droite & passe par le point donné du champ 
binaire (u, v). La réponse s est la cote de la droite s qui passe par 
le point de rencontre de la droite $ et de la ligne donnée t. 

L’abaque dual de celui de la figure 188 sera constitué des échelles 
parallèles u, &, 6, s et d’une famille d’arcs v, w et t. Il est repré- 
senté sur la figure 192. La lecture de la réponse s implique trois appli- 
cations de règle. Comme dans le cas précédent, les échelles rectilignes 
parallèles, leur direction et leur disposition sont arbitraires. Les 
familles de lignes v, w et { peuvent être construites d’après des exem- 
ples à l’aide des équations (8.10). 

Prenons maintenant les familles de lignes & et $ sous forme de 
faisceaux de droites dont on ne représentera que les sommets P, et P.. 
On obtient alors un abaque à points alignés à double alignement 
(fig. 193) qui généralise celui de la figure 89. 
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œ 
& 


À 


Fig. 192. Schéma de l’abaque composé à points alignés à trois contacts tangen- 
tiels et quatre contacts ponctuels pour l’équation (8.9), dual de l’abaque de la 
figure 188 


Fig. 193. Schéma de l’abaque composé à points alignés pour l'équation (8.9), 
obtenu en remplaçant les faisceaux de droites & et 6 par leurs centres P, et P, 
dans l’abaque à entrecroisement de cette équation 


&) 
Ü 


©, OP; 


Fig. 194. Schéma de l'abaque composé à points équidistants pour l'équation 
(8.9), obtenu en remplaçant les faisceaux de cercles concentriques « et f$ par 
leurs centres P, et P, dans l’abaque à entrecroisement de cette équation 


13* 
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Si pour familles de lignes & et $ on prend des familles de cercles 
concentriques, dont on ne représentera que les centres P, et P:, 
on obtient un abaque à points équidistants résolvable par deux ouvertu- 
res de compas (fig. 194) généralisant celui de la figure 90. 


$ 8.3. Abaques à entrecroisement en chaîne 
pour équations à plusieurs variables 
et leur transformation en d’autres 
types d’abaques 


Modifions les notations des variables et des fonctions dans l’équa- 
tion (8.9). Désignons uw par &,, v par &,, etc., ç par f,, ® par f,et P 
par f,. L'équation (8.9) s'écrit alors 


Elle se généralise facilement à uu plus grand nombre de variables. 
Ainsi dans le cas de six variables on aura 


ds — 5 (os, fa (oas fa (ts, fa (Go @)))). (8.11) 


La figure 195 représente quatre abaques de l’équation (8.11) obtenus 
par des raisonnements analogues à ceux effectués pour la représen- 
tation nomographique des formes (8.2) et (8.9). 

La comparaison des abaques des figures 192 et 193 et 195, b, c 
permet de tirer une importante conclusion pratique, à savoir: les 
abaques à points alignés et fixes impliquent une application de règle 
de moins que les abaques à points alignés à contacts tangentiels. 
Les abaques à entrecroisement du type de celui de la figure 195, a 
sont appelés abaques en chaine. 

Dans le cas de n variables, on obtient la forme 


An = fa (eee fes (A0, ….. fa (@o, &:)) ES Le (8.12) 
ns, 


1 à 


L'abaque à entrecroisement en chaîne de l'équation (8.12) qui, 
pour nr pair, est analogue à ceux des figures 188 et 195, a, est repré- 
senté sur la figure 196. Si dans cet abaque on remplace les familles 
de lignes «, et &«, par des échelles verticales et qu’on ne marque pas 
la famille de lignes de liaison, on obtient l’abaque de la figure 197, 
sur lequel est représentée la ligne polygonale résolvante. Ces segments 
font avec l'axe Ox des angles de 135° et 45° et un angle de 90° entre 
eux. Comme plus haut (cf. fig. 190), pour construire la ligne poly- 
gonale résolvante on peut se servir d’un té et d'une équerre équila- 
térale. 
L'équation 


În Fe fr me Îa L'eRsr Per (8.13) 


& 
d; . 
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d) 


Fig. 195. Schémas d'abaques pour l'équation (8.11): «) à entrecroisement en 

chaîne ; b) à points alignés à quatre contacts tangentiels et cinq contacts ponc- 

tucls ; c) à points alignés à trois points fixes P,, P, ct P,; d) à pointséquidistants 
à trois centres fixes P,, P, ct Pa 


1498 ABAQUES À ENTRECROISEMENT COMPOSES [Ch. 8 


est un cas particulier important de la relation (8.12). L’abaque de 
l'équation (8.13) s'obtient très facilement puisque dans le schéma 
de la figure 197, les familles de lignes @>, 3, . . ., Œn-o, Gn 


Ÿ 


Fig. 196. Schéma d’un abaque à entrecroisement en chaîne pour l'équation (8.12) 
avec n pair 


l'ig. 197. Schéma de l'abaque pour l'équation (8.12), obtenu en remplaçant 

dans l’abaque de la figure 196 les familles «1 ct œn par des échelles verticales « 

ct on ct en supprimant les familles de droites parallèles attribuées aux variables 
auxiliaires 


se transforment en familles de droites parallèles aux échelles &, et «. 
Dans l’article [69] on propose une méthode très simple de construction 
de tels abaques pour des relations de la forme (8.13). 
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$ 8.4. Abaques à entrecroisement ramifiés 
pour équations à six variables 
et leur transformation en d’autres types d’abaques 


Outre les abaques à entrecroisement en chaîne qui sont des types 
simples d’abaques à entrecroisement composés, il existe des abaques 
à entrecroisement ramifiés. Un abaque à entrecroisement composé 
est dit ramnifié si parmi les abaques à entrecroisement simples qui 
le composent il en est qui sont à trois familles de lignes attribuées 
aux variables auxiliaires. IL est impossible d'indiquer la forme cano- 
nique la plus générale pour un abaque à entrecroisement ramifié 
liant x variables. Mais cette forme existe pour les relations à six 


variables. Elle s'écrit 
fo = F (fsas 56); (8.14) 

où 

io = fi2 (Gus Go); faa = fan (os, Ga), se = Î56 (ss Ge): 
Pour représenter l'équation (8.14) par un abaque à entrecroisement 
ramitié il faut, moyennant l'introduction de trois variables auxi- 
liaires &, f et y, la remplacer par 
le système de quatre équations 


y = F(a, G), (8.15) 
V — far (us 2), (8.16) 
& = f3a (&ss 4), (8.17) 
B — 56 (G5s A6); (8.18) 


contenant chacune trois variables. 
Pour familles de lignes «& et B pre- 
nons des familles de droites paral- 
lèles faisant des angles de 135° et 
45° avec l'horizontale. Dans le réseau 
orthogonal (x, B) construisons la 
famille de lignes y (fig. 198) à l’ai- 
de de l'équation (8.15). Puis faisons Fig. 498. Schéma d'un abaque à 
couper les familles de lignes y, &, B  oentrecroisement  ramifié pour 
respectivement par les familles de l'équation is = F (f34 f66) 
lignes «,, a; et as, et dans les 
réseaux (œ, y), (@s, æœ) et (æs, B) construisons les familles de li- 
gnes &,, &, ct & à l'aide des équations (8.16), (8.17) et (8.18). La 
clef est représentée en gros trait sur l’abaque de la figure 198. 
Cet abaque peut être transformé en l’abaque à transparent orienté 
de la figure 199, qui est identique à celui de la figure 191. 
L'abaque de la figure 198 peut être aussi transformé en des 
abaques à points alignés et à points équidistants qui sont analogues 
aux abaques des figures 193 et 194. 


Fig. 199. Schéma d’un abaque à transparent orienté déduit de La ligure 198: 
a) fond; b) transparent. 
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Fig. 200. Schéma d'un aba- Fig. 201. Schéma d'un abaque à entrecroisement 
« . UE La Le 
que à entrecroisement pour ramifié pour l'équation fie = f31 + f56 
l'équation y = « + $ 
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Dans la pratique on rencontre constamment la forme 


fa = J3a “+ 56 (8.19) 


qui est un cas particulier de l'équation (8.14). L’équation (8.19) 
qui lie les variables auxiliaires &, f$ et y s’écrit dans ce cas y — 
— à + $. Elle peut être représentée par un abaque à entrecroisement 
composé de trois familles de droites parallèles &, B et y. Supposons 
x = œety = $. 11 vient y — x + y. Construisons l’abaque à l’aide 
de ces équations. On obtient la figure 200. Traçons ensuite les champs 


Fig. 202. Schéma de l’abaque à trausparent orienté pour l'équation fs = fay + 
+ f5e, déduit de la figure 201: a) fond ; b) transparent 


binaires (@;, &2). (@s, &) et (as, &ç). On obtient l’abaque de Ia 
relation (8.19), qui cest représenté sur la figure 201. La clef est tracée 
en gros trait. 

Cet abaque étant composé de droites parallèles &, B et y, on peut 
le transformer en un abaque à transparent orienté. À cet effet traçons 
sur le fond les champs (a, æ), (@s, a) eb (&s, a) et portons une 
famille de droites directrices a parallèles à la famille B. Dessinons 
sur le transparent trois droites concourantes parallèles respcctive- 
ment aux droites «, f et y et désignons-les par &, $ et y. Menons 
par ailleurs sur le transparent une droite directrice a, parallèle à 6. 
L’abaque est représenté sur la figure 202. 

Le mode d'emploi est le suivant. Soit à déterminer &; d’après. 
les valeurs données des autres variables. Faisons glisser Le transparent 
sur le fond de telle sorte que le rayon y passe par le point donné 
du champ (œ;, &), 1e rayon & par le point donné du champ (œ3, y) 
et la droite a, soit parallèle à la directrice a. La réponse «, est alors 
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donnée par la cote de la ligne &; passant par le point de rencontre 
du rayon f avec la ligne donnée «;. 

Si l'abaque de la figure 200 est construit dans un système de coor- 
données obliques, l'angle des coordonnées étant égal à 60°, les rayons 
@, f$ et y feront entre eux un angle de 120°. 


$ 8.0. Abaque à entrecroisement ramilié pour l’équation 
io = Î34 + 35 et sa transformation en un abaque 
adapté à points équidistants 
L’équation 


fie (Our Go) — f3a (Gt Ga) + fa5 (Ass 5) (8.20) 


est un cas particulier important de l'équation (8.19). L’équation 
(8.20) a ceci de particulier que les fonctions j., et fs, qui y figurent 
dépendent de la même variable &.,. Construisons un abaque à entre- 


croisement ramifié pour cette équation. Introduisons les variables 
auxiliaires &, B et y: 


a = f3a (A3, Ga); (8.21) 
P = 35 (ss 5); (8.22) 
Y = Jiz (1, @e). (8.23) 
L'équationu (8.20) s'écrit dans ce cas 
y=a+ f. (8.24) 


Soit un système de coordonnées rectangulaires xOy (fig. 203). Posons 
x —= œet y = fi. La relation (8.24) s'écrit y = x + y. Des équations 
obtenues, il résulte que les familles de lignes &, $ et y de l’abaque 
de l'équation (8.24) sont des familles distinctes de droites parallèles. 
Les droites y font un angle de 135° avec l'axe Ox. Les droites «& 
sont perpendiculaires à l’axe Ox, les droites $ à l’axe Oy. Utilisons 
les familles de droites «, $B et y pour construire les abaques à entre- 
croisement des relations (8.21), (8.22) et (8.23). Prenons une famille 
quelconque de lignes &, formant le réseau (@&,, y) avec la famille y 
et traçons sur ce réseau la famille de lignes x, à l’aide de l'équation 
(8.23). Choisissons une famille arbitraire de droites parallèles «3 
telles qu’elles fassent un angle de 45° avec l’axe Ox. Construisons les 
familles de lignes &, et &, dans les réseaux (x;, æ) et (&s, B) à l’aide 
des relations (8.21) et (8.22). 

Le mode d'emploi de l’abaque de Ia figure 203 est le suivant. 
Soit à déterminer &,; d’après des valeurs données des autres variables. 
Dans le réseau (&,, &), repérons le point À de cotes données @, 
et a, dans le réseau (œ3, &4) le point B de cotes données a3 et &a. 
Les points À et B définissent des droites + et &« se coupant en un 
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point D. Le point D définit une droite $ dont l'intersection avec la 
droite &; qui passe par B donne le point C. La cote de la ligne «s 
passant par le point C fait connaître «s. 

Considérons le triangle BAC (fig. 203). Montrons qu'il est isocèle. 
Les droites AD et BC sont perpendiculaires, puisque la première 
est confondue avec une droite de la famille + et la seconde avec 
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lie, 203. Schéma d’un abaque à entrecroiscment ramifié pour l'équation fys = 
= ga À f3s 


une droite de la famille &;, or ces familles font avec l’axe Ox des 
angles de 135° et 45° respectivement. Les angles B et C du triangle 
BDC sont égaux à 45°. Donc la droite passant par les points À et D 
est la médiatrice du segment BC. Il suit que le triangle BAC est 
isocèle et AB — AC. 

Supprimons maintenant les lignes &, $ et y de la figure 203. 
On obtient l’abaque de la figure 204. Celui-ci est un cas particulier 
de l’abaque général à points équidistanis (cf. $ 12.1). 

Pour s’en servir il faut nécessairement disposer d’un compas 
ou d’une règle. Le champ («,, &.) s'appelle champ des centres, les 
champs (œz, 4) et (œs, &s) champs des intersections. 

Pour déterminer «&; d’après des valeurs données des autres varia- 
bles, plaçons une pointe du compas au point donné À du champ des 
centres (&., &2) et l’autre pointe au point donné B du champ des 
intersections (&3, @&), puis à partir de À, sans modifier l'ouverture 
du compas, on trace un arc de cercle de façon à couper &;. On obtient 
le point cherché € dans le champ des intersections (&;, «,). La cote 
de ligne &, passant par le point C nous fait connaître œs. 
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Pour rendre l’abaque de la figure 204 plus maniable, on met à con- 
tribution la possibilité de choisir arbitrairement dans l’abaque à en- 
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Fig. 204. Schéma de l’abaque à points équidistants pour l'équation fi = f33 
— fss, déduit de la figure 203 par suppression des lamilles de droites parallèles 
attribuées aux variables auxiliaires «, B ct y 


trecroisement initial la famille de lignes «&, et la famille de droites &; 
perpendiculaires aux droites y. Par ailleurs on peut mettre préalable- 


l'ig. 205. Transparent pour 
l'abaque de la figure 204, 
remplaçant le compas 


ment l'équation (8.20) sous la forme 
fo = sa — a + Rs) 4 (fss + a — Rs), 


où a est un paramètre, À; une fonction 
arbitraire de «;. Les équations (8.21) et 
(8.22) sont remplacées par les équations 


& = 3j — à + BR; et PB = as + a — Ra. 


Le choix arbitraire de la fonction À, per- 
met quelquefois de prendre les familles 
a, et «&; d'une forme commode à l'usage. 
Par ailleurs par le choix du paramètre a 
on peut assurer à ces familles une dispo- 
sition mutuelle compacte. Donc l’abaque 
de la relation (8.20) est bien adapté. Dans 
la suite on l’appellera abaque adapté à 
points équidistants contrairement à l'ubaque 


général à points équidistants qui est impropre aux transformations. 

On remarquera qu’on peut remplacer le compas par le transparent 
de la figure 205. Ce transparent comporte des rayons «, fi, y et 
une famille de droites directrices perpendiculaires à y. Les rayons 
œ et $ font des angles égaux avec y. Le transparent glisse sur le fond 
de la figure 204 de telle sorte que les directrices soient parallèles 
aux droites &;3. Cette application du transparent est dite orientée. 
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CA 


La clef de l’abaque s'écrit dans ce cas: 
(ou, Go) | — | Y, (@ss Ga) | — [a (us, @s) | — | B, 


où | — | est le symbole d'un contact simple signifiant que la ligne 
passe par un point. 


$ 8.6. Abaque à centrecroisement ramifié pour l'équation 
Lio Hiis =f:s + fis et sa transformation 
en un abaque adapté au compas et en d’autres 
types d’abaques 


La forme 
Î1e in lis 7 fas AE fs (8.25) 


qui est représentable par un abaque à entrecroisement ramifié est 
d'un grand intérêt pratique. Pour la représenter mettons-la sous la 
forme 


Jia — fas . — fi3 Sr fas — ©, 


où « est une variable auxiliaire. En posant 
fo = as = V  —hs ="  —fa = Ÿ’, 

on obtient les deux équations similaires $ == & + y et 8" — x + y’. 
Si l’on prend le système de coordonnées rectangulaires xOy et que 
l'on pose x — $ et y — x dans l'équation $ — « + y, on obtient 
z = y + Y. Il résulte que la famille de lignes $ est une famille de 
verticales, la famille de ligues & une famille d’horizontales, la famille 
de lignes y une famille de droites parallèles faisant un angle de 45° 
avec l’axe Ox. L’équation B" — æ + y’ se représente par un abaque 
analogue. En superposant ces deux abaques, on obtient l’abaque de 
la figure 206, dont la clef est représentée sur la figure 207. 

Si l’on effectue cette construction dans un système de coordonnées 
obliques, dont l’angle est de 120”, les familles de droites parallèles f 
et B’, y et y’ feront des angles de 120° avec les droites horizontales 
et l'abaque sera symétrique (fig. 208). 

Coupons les familles de droites parallèles $ et f” de l’abaque 
de la figure 208 par une famille arbitraire de droites «, parallèles 
aux droites &«; coupons de même les familles de droites parallèles 
y et y’ par une famille de droites &, parallèles aux droites &. Traçons 
les familles de lignes @, et æ; à l’aide des équations f,, = Bet —f;3 — 
— $' dans les réseaux (&;, B) et (æ,, f”) et les familles de lignes 
a: et &, à l’aide de l'équation f,, = y et —f,, = y’ dans les réseaux 
(as, y) et (&a, y’). On obtient l’abaque de la figure 209. 

La clef est représentée en gras sur la figure 209. Les points À, 
B, C et D désignent les points des champs (a,, œ2), (œ, œ3), 
(ts, @s) et (æœ4, «&) dont les cotes vérifient l'équation (8.25). 
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Fig. 206. Schéma d'un abaque à entrecroisement pour les équations $ = œ + ? 
et B” = & + y’ 
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= a + y’, tracé dans un système de coordon- 
nées obliques faisant un angle de 120° 
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L'abaque à entrecroisement de la figure 209 peut être transformé: 
en d'autres types d’abaques plus conmodes. Etudions-les. 


Abaque au compas. La méthode de construction et d'utilisation 
de l’abaque de la figure 209 entraîne que AB — CD et AB || CD. 
Donc le quadrilatère À BCD est un parallélogramme, i.e. AC — BD. 
Donc pour déterminer le point inconnu D d'après les points donnés. 
À, Bet C on peut se servir d’un compas ou d’une règle. Les lignes 


Fig. 210. Schéma de l’abaque au compas pour l'équation fie +- f13 = fa5 - jar 
déduit de l’abaque de la figure 209 par suppression des familles de droites paral-- 
lèles attribuées aux variables auxiliaires &, B, B", y et Ÿ’ 


attribuées aux variables auxiliaires &, fi, B’, y et y’ deviennent. 
inutiles. On peut les supprimer. Ce faisant on obtient l’abaque de la 
figure 210 qui porte le nom d’abaque au compas ou d’abaque à report 
au compas. L'abaque de la figure 210 est un cas particulier de l’abaque: 
général au compas (cf. $ 12.1). 

Soit à déterminer sur l'abaque 210 la valeur &,; d’après des valeurs. 
des autres variables. Ce problème se résout de deux façons. 

Dans la première, on utilise la condition AB = CD. Plaçons 
une pointe du compas au point À correspondant aux valeurs données. 
1, & et l’autre pointe au point B correspondant aux valeurs &, et &3. 
Sans modifier l’écartement du compas plaçons une pointe en C 
correspondant aux valeurs données &, et «&; et l’autre sur la droite: 
donnée «&, au point D. La cote de la ligne «; passant par le point. 
D fait connaître ou. 

La deuxième fait appel à la condition AC — BD. Plaçons une 
pointe du compas au point À et l’autre au point C’, puis sans modi- 
fier l’écartement du compas plaçons une pointe au point B et l’autre: 
sur la droite donnée «, au point D. La cote de la ligne &; passant. 
par le point D fait connaître 4. 


Abaque à index parallèle. Le quadrilatère ABCD étant un pa- 
rallélogramme, on utilise le parallélisme de AC et BD pour déter- 
miner le point D. On obtient alors un abaque dans lequel la réponse. 


208 ABAQUES À ENTRECROISEMENT COMPOSÉS [Ch. 8 


est fournie par le tracé d’une droite parallèle à la droite donnée. 
Un tel abaque s’appelle abaque à index parallèle. Il est représenté 
sur la figure 211. Cet abaque est identique à l’abaque 210, mais 
le mode d'emploi est différent. Pour définir le point D menons 
à partir de B une parallèle à AC. Le point de concours de cette droite 


l'ig. 211. Schéma de l’abaque à index parallèle pour l'équation fio + /13 = 
— 45 -r /46, déduit de la figure 209 par suppression des familles de droites pa- 
rallèles attribuées aux variables auxiliaires «, B, B’, y et y’ 


avec la droite donnée &, fait connaître le point D, où l’on n’a qu'à 
lire la réponse &;. L’abaque à index parallèle de la figure 211 est 
un Cas particulier de l’abaque général à index parallèle (cf. $ 12.3). 


Abaque à points alignés à échelle muette. Si l’abaque à index 
parallèle de la figure 211 fait l’objet d’une transformation projective, 
par exemple une homologie, (cf. $$ 7.3, 7.4, 7.5) d’axe parallèle 
aux droites &, et «,, on obtient deux abaques à points alignés à échelle 
muette I parallèle à l’axe d’homologie. Ces abaques sont représentés 
sur les figures 212 et 213. [ls diffèrent l’un de l’autre par la position 
de l'échelle I. L’antécédent de l'échelle muette I est la droite de 
l'infini du plan qui contient l’abaque de la figure 211. 


= 


Abaque à transparent orienté. Découpons l’abaque de la figu- 
re 210 horizontalement en deux parties de telle sorte que l’une d'elles 
contienne les champs («,, æ&.)et (a, «3) et l’autre les champs (a;, &;) 
et (ay, &é) (cf. fig. 214). Supposons que les éléments de l’abaque de 
la deuxième partie soient tracés sur du papier transparent. Pour 
obtenir le point D il faut faire glisser la deuxième feuille sur la pre- 
mière de telle sorte que le point C vienne en coïncidence avec le 
point À et la droite donnée «&, avec la droite donnée «&,. Le point B 
vient alors en coïncidence avec Le point D cherché. On utilise donc 


& 8.6) 


ABAQUE POUR L'ÉQUATION fis + fia = fas + fie 209 


Fig. 212. Schéma de l’abaque à points 
alignés pour l'équation fi + fie — 
= fa5 + ae à échelle I muette extéricu- 
re aux champs binaires, déduit de la 
figure 211 par une homologie d’axe 
parallèle aux droites a; et œ4 


Fig. 213. Schéma de l’abaque à points 
alignés pour l'équation fis + f13 = 
= 45 + fas à échelle I muette com- 
prise entre les champs binaires, déduit 
de la figure 211 par une homologie 
d'axe parallèle aux droites a; et 


Zeuxième feuille 


Fig. 214, Découpage de l’abaque de la figure 210 pour en faire un abaque à trans- 
parent orienté 


Fig. 215. Schéma de l’abaque à transparent orienté pour l'équation f19 + f13 = 
— f5 + fac, déduit de la figure 210: a) fond; b) transparont 


14—049 
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la condition AB — CD. L’abaque obtenu entre dans la classe des 


abaques à transparent orienté (cf. $ 13.4). Il est représenté sur la 
figure 215. 


Abaque à une translation du transparent. Menons sur l’abaque 
de la figure 210 une droite Z parallèle aux droites @&, et &, et décou- 
pons l’abaque verticalement en deux parties de telle sorte que l’une 
contienne les champs (æ&,, «&.), (&œ,, «&:) et la droite Z et l’autre les 


Première feuille | Deuxième feuille 


Fig. 216, Découpage de l’abaque de la figure 210 pour en faire un abaque à une 
translation du transparent 


champs (a, @3), (&s, &) et la droite { que nous noterons 7” (cf. fig. 216). 
Supposons que la deuxième feuille est transparente. Pour définir le 
point D déplaçons la deuxième feuille sur la première de telle sorte 
que la droite Z” glisse sur la droite Z et trouvons la position qui amène 
le point B en coïncidence avec le point À. Le point D cherché est con- 
fondu avec C. Donc on utilise ici les conditions AC — BD et AC || BD. 
On peut supprimer les droites &, et &, sur la deuxième feuille. On 
obtient alors l’abaque de la figure 217 qui rentre dans la classe des 
abaques à une translation du iransparent (cf. $ 13.3). 

Dans l’abaque de la figure 217 chacune des six variables impli- 
quées dans l’équation (8.25) peut être inconnue. Supposons par exem- 
ple qu’il faille chercher &, pour des valeurs données des autres varia- 
bles. En déplaçant le transparent sur le fond de telle sorte que la 
droite Z” glisse sur la droite Z, on trouve une position telle que la 
ligne donnée x; passe par le point donné («;, æ&,). La cote de la 
droite &, passant par le point de concours des lignes données «, et & 
nous fait connaître &,. La clef de l’abaque s'écrit dans le langage 
des contacts 


(œss Go) | — los, (ou 5) | — [as TL] = | 17", 
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où | — | est le symbole du double contact qui traduit ici la super- 
position de deux droites. 


Possibilités de transformation des abaques. Tous les abaques 
de la relation (8.25) sont bien adaptés. En construisant l’abaque 
à entrecroisement initial on peut arbitrairement choisir la loi de 


Fig. 217. Schéma de l'abaque à une translation du transparent déduit de 1a 
figure 210: a) fond; b) transparent 


distribution des parallèles &, et «4. On peut par ailleurs effectuer 
la construction dans un système de coordonnées obliques. On peut 


aussi introduire au préalable dans l’équation initiale (8.25) des 


fonctions arbitraires P, et P, et un paramètre a en mettant l'équation 
sous la forme 


fie + fas = fas + Je, 


has Ps Re à 
fa = fa5 + Pi, fac = fais — Pi + a. 


L'abaque au compas de la relation (8.25) est l’un des plus com- 
modes. Dans la suite nous l’appellerons abaque adapté au compas 


à la différence de l’abaque général au compas (cf. $ 12.1) qui ne l'est 
pas. 


CHAPITRE 9 


MÉTHODE DE CONSTRUCTION DES ABAQUES 
ADAPTÉS À POINTS ÉQUIDISTANTS 


$ 9.1. Déduction de la forme canonique 
fondamentale représentable par un abaque 
adapté à points équidistants 


Etudions maintenant une autre méthode d'obtention d’un abaque 
adapté à points équidistants pour la forme canonique 


fie 7 faa 5 Îas (9.1) 


qui donne les équations des éléments de l’abaque. Dans la suite on 
appellera la relation (9.1) forme canonique fondamentale représentable 
par un abaque adapté à points équidistants. 

Supposons qu’on ait construit un abaque à points équidistants 
à champ des centres (œ,, &:) et à champs des intersections (as, œ), 


Fig. 218. Schéma d’un abaque adapté à points équidistants pour la forme f,, = 


= ga + fas 


(4s, @5) pour la relation (9.1). Disposons le système de coordonnées 
xzOy de telle sorte que l’axe Ox soit parallèle aux droites æ; (cf. 
fig. 218). Désignons par À, B et C les points des champs binaires 
dont les cotes vérifient l'équation (9.1). Du mode d’emploi de l’aba- 
que il résulte que AB — AC. Par ailleurs on a par hypothèse BC || Ox. 
Soient Ta €t Yar Tr et Up: Lo et Yc les coordonnées respectives 
des points À, Bet C. Les conditions AB — AC et BC || Ox entraînent 


2Ta =XptTTo Ur = Yc- 
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Posant 
2ta fur, Tr=far To fs: 
on est conduit à la forme canonique (9.1). 


Trouvons maintenant les équations des éléments de l'abaque. 
L'équation 2x, — f,, donne 


TA — 0,0 f 12 


Le mode d'emploi de l’abaque entraîne que l’ordonnée yA peut 
être supposée égale à une fonction arbitraire 7',;, des variables «, 
et &, et les ordonnées y, et yc, égales à une fonction arbitraire T'; 
de la variable &,. Si l’on omet les indices des coordonnées on obtient 
les équations des éléments de l’abaque figurant dans le tableau 26. 


Tableau 26 


Champ des Champ des 
Coordon- Champ des intersections intersections 
nées centres (&,, @&,) (as. a) (as &) 


f3s 
T3 


$ 9.2. Méthode de construction d’un abaque adapté 
à points équidistants pour la forme canonique 
fondamentale fo = 34 + fas 


Introduisons dans les équations des éléments de l’abaque les 
paramètres de transformation &,, a et m et une fonction arbitraire R3. 
A cet effet mettons l'équation (9.1) sous la forme 


249 + 2m 42 = [do — a + 2m (fau + R3)] + [a0 + a +- 2m (fs5 — R3)]. 
On obtient une équation du même type: 
fie — fau a fes. 
Les nouvelles fonctions fie, fa et fas dépendent des paramètres intro- 


duits. Les nouvelles équations des éléments de l’abaque sont données 
dans le tableau 27. 


Tableau 27 
L : Champ des Champ des 
COORGDA  - . LE rire ee tion e 
| ' (&3, &a) (3, 5) 
Z ao + Mf9 ag — a + 2m (f3a + do +a+ 
+ 3) + 2m (f35 — R3) 


y To T3 Ts 
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Etudions la signification géométrique des paramètres de trans- 
formation et des fonctions arbitraires. 

Le paramètre a, figure additivement dans l’équation des abscis- 
ses du champ des centres et des champs des intersections. Il ne défi- 
nit donc que la position de l’abaque par rapport à l’origine des coor- 
données le long de l’axe des abscisses. 

Le paramètre a figure avec des signes opposés uniquement dans 
l'équation des abscisses des champs des intersections. Donc une varia- 
tion de ce paramètre laissera invariant le champ des centres et se 
traduira par une translation des champs des intersections, de même 
amplitude, le long des axes des abscisses et dans des sens différents. 

Il en va de même de la fonction arbitraire À, qui figure avec 
des signes différents dans l'équation des abscisses des champs des 
intersections. Son introduction se traduit par une translation des 
champs des intersections le long de l’axe des abscisses, dans les deux 
sens, les points de mêmes ordonnées se déplaçant d'une même quan- 
tité. Le cas À, — const équivaut à l'introduction du paramè- 
tre a. 

Le paramètre m permet de modifier les dimensions de tous les 
champs dans la direction de l’axe des abscisses. La fonction arbi- 
traire 7, définit la loi de distribution des droites parallèles 3. 
La fonction arbitraire 7’, permet de modifier le champ (æœ,, œ:) 
dans la direction de l’axe des ordonnées. 

La construction d'un abaque à points équidistants implique le 
choix des paramètres as, m, a et des fonctions arbitraires 7», T3 
et R;, et s'effectue dans l’ordre suivant. 

On choisit les fonctions arbitraires 1',, et !';. On peut poser par 
exemple T,, = 7, ou 7’, = T,. On écrit ensuite les équations des 
éléments de l’abaque avec R, — 0, ay — 0 et a — 0. On choisit le 
module m en fonction des limites de variation des variables et de la 
dimension de l’épure et on construit les esquisses des champs binaires 
dans leurs systèmes de coordonnées respectifs. On rassemble les 
éléments constitutifs de l'abaque eu égard au parallélisme des axes 
des abscisses et à la coïncidence des droites &; dans les champs des 
intersections. On place le champ des centres (&;, æ&.) à droite du 
champ des intersections (xz3, &,;). On détermine la position du 
deuxième champ des intersections (a;, «;) en résolvant un exemple 
numérique. On obtient ainsi l’esquisse de l’abaque. 

Une fois l’esquisse tracée on s'assure s’il y a vraiment lieu d'in- 
troduire la fonction arbitraire R;,. Parfois on aura intérêt à poser 
R3 = ÔT;:, où Ô est un paramètre arbitraire, dont il faut préciser la 
valeur convenable. Après avoir choisi l’esquisse de l’abaque on adopte 
le système commun de coordonnées et on définit d'après cette esquisse 
les valeurs des paramètres a, et a correspondant à la disposition 


retenue des champs binaires. Ensuite on calcule et on construit 
l'abaque. 
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On développera dans la suite la méthode de construction des 
abaques des cas particuliers importants suivants de la forme (9.1): 


fa = fe + fa (9.2) 
fu = aa + sas (9.3) 
fie = fa + fa (9.4) 
fi + fe = fs + fa (9.5) 
fie = Î3a + fs (9.6) 
fi Fifa = fs + fa + Jo. (9.7) 


$ 9.3. Abaque adapté à points équidistants 
pour la forme fi =fo + f3 


On supposera que dans la forme (9.2) seules les variables 
ou &; sont de résolution, la variable &, étant toujours parmi les 


> 
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Fig. 219. Schéma d’un abaque adapté à points équidistants pour la forme f, = 


= f2 + fs 


données. L’abaque de cette forme est représenté sur la figure 219, 
quant aux équations de ses éléments, elles figurent au tableau 28. 


l'ableau 28 
Coordon- Echelle des Echelle des Echelle des 
nées centres (C7 intersections (7 intersections La 
F ao + Mi do —a+ 2m ata+2mfs 
y Ti () 0 


T, est une fonction arbitraire de la variable &,, qui permet de placer 
l'échelle &;, sur un support quelconque. Si l’on pose 7, — 0, les 
échelles @;, &; et «3 seront portées par la même droite. 


Exemple 60. Traçons un abaque à points équidistants pour 


la formule (2.7), où 150 < T 190 cm, 20 4 << 80 ans, 50 K P KL 
< 95 kg. 
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Ramenons la formule (2.7) à la forme (9.2) 
0,25 (A — 20) = —0,75 (T — 150) + (P — 50). 
Posons 
f = 0,25 (4 — 20), fs = —0,75 (T — 150), jf; = P — 50. 


Les équations des éléments de l’abaque sont définies par le ta- 
bleau 29. 


Tableau 29 
Coordon- Echelle des centres Echelle des inter- Echelle des 
nées A sections T intersections P 
Ÿ ag +0,25m(A—20)) a—a+2m x do + a + 
X[{[—0,75 (T —150)]| + 2m (P — 50) 
T, (A) 0 0 


I] nous faut maintenant choisir les valeurs des paramètres ay, a, m 
et la fonction arbitraire T, (4). 
: Posons provisoirement a, = 0, a — 0 et T, — 0 et traçons les 
échelles métriques À, T et P pour m — 1 mm. Les échelles auront 
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Fig. 220. Abaque adapté à points équidistants pour la formule (2.7) à échelles 
situées sur une même droite 


des dimensions commodes pour cette valeur de m. Les modules des 
échelles À, T et P seront respectivement égaux à 0,25 mm, 1,5 mm 
et 2 mm. 

Menons une droite (fig. 220), support commun des échelles À, 
T'et P. Plaçons l'échelle T à gauche, et, à sa droite, à une distance 
de 20 mm du point de cote T — 150 cm, le point de cote À — 
— 20 ans. Mettons en place l'échelle P en résolvant un exemple 
numérique. Pour T — 150 cm et À = 20 ans, on a P — 50 kg. 
Donc en vertu de la clef, le point de cote P — 50 kg se trouve à la 
même distance du point À — 20 ans que le point T = 150 cm, 
i.e. les points À — 20 ans et P — 50 kg sont distants de 20 mn. 
Portons cette distance et tracons l'échelle P. L’inconvénient de 
cet abaque est le faible module de l'échelle À. Il est facile d’y pallier 
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l’aide de la fonction arbitraire 7, (A) que nous supposerons égale 
zéro pour l'instant. 

Elevons des verticales par les points de l'échelle À (fig. 220} 
et coupons-les par une oblique. On obtient une échelle À plus aérée. 
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Fig. 221. Abaque pour la formule (2.7), obtenu en remplaçant l'échelle hori- 
zontale À par l’échelle oblique À dans l’abaque de la figure 220 


La substitution de l’échelle oblique À à l'horizontale nous fournit 
un abaque plus commode à la lecture. L’abaque de la figure 221 


correspond à l'exemple numérique: À = 35 ans, 7° — 170 cm; 
réponse P = 69 kg. 


$ 9.4. Abaque adapté à points équidistants 
pour la forme fi = fou + fau 


L’abaque à points équidistants de la forme canonique (9.3} 
est représenté sur la figure 222. Il est composé d'une famille de 


nm > 
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Fig. 22°. Schéma d'un abaque adapté à points équidistants pour la forme jf, = 
= f2a + fas 


droites parallèles &, coupée par des familles de lignes @,, a; et œ3- 
La variable &, est commune au champ des centres (a, &,) et aux 
champs des intersections (œ, &4) et (@3, &,). On admet que les 
variables &, et «, figurent toujours parmi les données. Seules les 
variables &, ou «4; peuvent être inconnues. Pour a, = const, la 
forme (9.3) se transforme en la forme (9.2) étudiée précédemment. 
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Les équations des éléments de l’abaque figurent au tableau 30. 
Dans ce tableau P,, Q,, R, et T, sont des fonctions arbitraires de 


Tableau 30 


: Champ des Champ des 
Coordon- Champ des intersections intersections 
nées centres (œ,, a) (ns a) (C2 a) 
T Pa + Qafia Py— Rat 2Qafoa | Pa + Ra +20Qafsa 
y Ta Ta Ti 


la variable &,;. L'introduction de ces quatre fonctions arbitraires 
dans les équations des éléments de l’abaque rend ce dernier bien 
adaptable. On remarquera qu’on pourrait remplacer la famille de 
droites parallèles &, par la famille de droites 


y = Sat + Ta 


où 9, et 7’, sont des fonctions arbitraires de la variable &,. Mais, 
dans la pratique, on peut parfaitement considérer que y = T,, 
i.e. remplacer la famille de droites a, par une famille de droites 
parallèles. 

La formule d’interpolation (6.28) utilisée pour une interpolation 
linéaire successive dans une case tabulaire à trois entrées, se ramène 
à la forme (9.3). La variable t est assimilée à l’inconnue «3. Pour 
variables &;, œ&, et &«,, on peut prendre une combinaison quelconque 
des variables uw, v et w. Supposons que les variables «&,, æ&, et qu 
sont figurées respectivement par uw, vet w. La formule (6.28) se ramène 
alors à la forme canonique (9.3) de la manière suivante. Ecrivons la 
formule (6.28) comme suit 


t— Auv + Bu + Cv-t IT, (9.8) 
où 
A=Aw+B, B=Dw+E, C=Cw+r, H=Gw+H. 
fransformons identiquement le second membre de l'équation (9.8) 
(Au + 20) (+ Vo) + 20, 
OÙ Lo: Yo et Zo Sont des constantes déduites des identités 


Auv + Bu + Cv+ H = (Au +20) (v + yo) +20. 
Il suit 
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La formule (9.8) s'écrit alors 


t— (Au +) (v+2) NE Le 
A 
ou 
At+ BC — AÏ = (Au +C)(Av+B). 
Prenons le logarithme de cette équation 
— log (Au + C) = log (Av + B) — log (At + BC — AH), 
où 
fu —log(Au+C), fa = log (Av+ B), 
fau = — log (Ai+ BC— AN). 
Ces formules sont valables si À = Aw + BÆ0. Si À = 0, 
la formule d’interpolation (9.8) prend la forme simple 
t— Bu + Cv + 1 
el se réduit à la forme (9.3) sans la prise de logarithme 
Bu=(—Cv—H)+:. 
Ici 
fu= Bu, fu=—-Cv—H, fut. 


Exemple 61. Traçons un abaque à points équidistanits pour 
le tableau 24 dans l'hypothèse où celui-ci admet une interpolation 
linéaire sur chaque variable. 


La formule d’interpolation qui remplace le tableau 24 s'écrit 
t = —0,O2uv + 100Ouw + Qui — 1,17u + 30v — 94001w + 2844. 
En la comparant avec la formule (6.28) on déduit que À = 0; 


ser C=100;,D —=9; E = —1,17; F = 30; G — —9400; 
H = 2844. 


On tracera un abaque à champ des centres (u, w) et à champs 
des intersections (v, w) et (£, w). On posera donc dans la forme (9.8): 


U =U; & =V; as = t; & = w. On trouve alors À — ÀAw + B— 
— —0,02; B = Dw + E = Jw — 1,17; C = Cw + F = 100w + 
+ 30; À = Gw + H = —9400w + 2844; 
fu = — log (Au +C)= — log (—0,02u + 100w +- 30); 
foi = log (Av + B) = log (— 0,02v + Jw — 1,17); 
fa = — log (4i+ BC— AH)= —log[—0,02 + 
+ (Qu — 1,17) (100w + 30) + 0,02 (— 9400 + 2844)]. 
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Prenons les fonctions arbitraires suivantes: 
Q4 = 1000, P, — 1650 — 1180 (0,21 —- w), 
R, = 1080 — 16140 (0,21 — w), T, = 5000 (w — 0,20). 
La figure 223 représente l’abaque construit d’après les équations 
du tableau 30 pour les fonctions fiy, fous faas Qas Pas Ra et Th 


U u ‘4 
10 q 700 800 1700. 1750 1800 


BRFPERRR III Ses ESRSNSE 
RENNES SSSR ENNER 
BREST RS NES NES SRE R ER 

SSSR 
TR | 


— n 
—_—m—m 


Fig. 223. Abaque tracé d'après le schéma de la figure 222 pour la formule d'’in- 
terpolation t — —0,02uv + 100vw + Quw — 1,174 + 30v — 9400w + 2844 


exhibées, dans les intervalles de variation des variables correspon- 
dant au tableau 24. L’arc de cercle en pointillé correspond à la solu- 
tion de l'exemple numérique : u = 730, v = 9,7, w — 0,204 ; répon- 
se 1—1760. 


$ 9.5. Abaque adapté à points équidistants 
pour la forme f15 = f3 + fr 


La forme (9.4) se rencontre fréquemment dans la pratique. 
L'abaque à points équidistants qui la représente est plus souple 
que l’abaque à points alignés à échelle binaire, étudié au $ 6.17. 
L’abaque est représenté sur la figure 224. Les équations des éléments 
contenant les paramètres de transformation figurent au tableau 31. 


Tableau 31 
Coordon- Champ des Echelle des . Échelle des 
nées centres (œ,, 7) intersections a, intersections (° 27 


F ao + Mf12 ay —a+2mfs ag +a+2mfs 
Ty 0 (9) 
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Exemple 62. Construisons un abaque de ce type pour la déter- 
mination de la perte de pression AP dans des conduites de gaz de 


ÿ 


SU Pod VA 
Fig. 224, Schéma d’un abaque adapté à points équidistants pour la forme fis = 
= fs + fa 


faible pression, en acier, transportant du gaz naturel sous des condi- 
tions normales [43]. La formule de calcul est 


AP = IF (Q, d), (9.9) 
pour 


F(Q, d 1,22€ pour Q 0,8084, 
F(Q, d)=1,58 x pour 0,8084<Q< 1,62, 


. 0,25 2 
F(Q, d)=5,11 (57 + 0,0274 +) - pour Q > 1,62. 

Ici AP est la perte de pression au frottement en kgf/m°?; Q le débit 
du gaz en m°/h; d le diamètre intérieur des conduites en cm; Z la 
longueur d’un tronçon en m. 

Les intervalles de variation sont: 1 & d < 200 cm, 01<Q< 
< 5-10% m°/h, {1 LIL 1000 m, 0,01 L AP <L 500 kgf/m?. 

En prenant le logarithme de l'équation (9.9) on la ramène à la 
forme (9.4) 


log F (Q, d) = — log ? + log AP. 
Il vient 


fu = log F(Q, d), f3= —Tlogli, f, — log AP. 


Posons a; — 0, m — 15 mm, a — —60 mm, 7,, — 40 + 25 log Q. 
L'abaque correspondant est tracé sur la figure 225. Il représente la 
solution de l’exemple numérique: Q — 1000 mÿ/h, d — 300 mm, 
l — 100 m; réponse AP — 3,8 kgf/m?. 


(6°6) epnuriof er mod #22 emêtz ef op vtuogyos 01 saide,p 90817 enbrqy ‘CZ ‘SLI 
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$ 9.6. Abaque adapté à points équidistants 
pour la forme fi +tfi=fs +fi 


La forme (9.5) est un cas particulier de la forme (9.4). Donc, 
son abaque est celui de la figure 224, et les équations de ses éléments, 
celles du tableau 31 sous réserve que f,2 == f1 + fo. 


10 5 


Fig. 226. Abaque tracé d’après le schéma de la l'igure 224 pour la formule v -- 
= 2,0u%6us3709 


Le trait remarquable de cet abaque est la possibilité de repré- 
senter le champ (x,, &:) par un réseau orthogonal. À cet effet il faut 
prendre la fonction arbitraire 7,, de la forme 


Tu = 0, + m (1 — Ja) 


En effet, en éliminant successivement les fonctions f: et f, entre 
les équations 


ZT = @g + M (fi + fo) Y = bo + mi — f2) 
du champ (&;, &,) on obtient 
x + y = do + bo + 2m}, Z — y — 49 — bo + 2mf,. 


Ce sont les équations d’un réseau orthogonal de droites &, et &. 
l 2 
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Exemple 63. Traçons un abaque de ce type pour la formule 
v= 2,5ui ur" °us (9.10) 


sur les intervalles 0,1 < u,, u,, ua & 10, 0,1 & v < 10. 


En prenant le logarithme de l'équation (9.10), on la ramène à la 
forme (9.5) 


0,6 log u, + 0,9 log us = (—0,3 log u,) + (—log 2,5 + log v). 
On obtient les expressions suivantes pour les fonctions fi, fos f3s J4 
fi = 0,6 logu,, fo —0,9 logus, f3 = —0,3 log u», 

fa = —log 2,5 + log vw. 


Dans le tableau 31 posons fis = fi + fes Lio = do + M(f1 — fo), 

do — 0, m —25 mm, b, — 50 mm, a — 70 mm. L’abaque corres-| 
pondant est celui de la figure 226. L'arc de cercle en pointillé repré- 

sente la solution de l’exemple: uw, —0,2, us — 0,7, us = 7,1; 

réponse v = 0,4. 


$ 9.7. Abaque adapté à points équidistants 
pour la forme fo = far + f5 


Un trait remarquable de la forme (9.6) est la possibilité de repré- 
senter dans son abaque l’une quelconque des variables @;, @+, 3 
ou &, par une famille de droites horizontales. La figure 218 repré- 
sente l’abaque correspondant au cas où la variable «&, est figurée 
par une famille de droites horizontales, et les équations des élé- 
ments, par le tableau 27, dans lequel on prendra soin de remplacer 
fa5 par f$. Si la fonction R,; — ÔT,, où Ô est un paramètre, la famille 
a, Sera une famille de droites parallèles. Pour le reste la méthode 
de représentation de la forme (9.6) par un abaque est la même que 
pour la forme fondamentale (9.1). 


Exemple 64. Traçons un abaque de ce type [70] pour le calcul 
de la profondeur critique dans des canaux trapézoïdaux à l’aide de 
l'équation (2.13). Mettons cette équation sous la forme 


Rer 3 Rer 3 
aQ?  — b ( b ) 


et posons 


où ner est le niveau critique. On obtient l'équation 


aQ? (1+ mncr)? Nr. 
9,81 = {+ 2mMer ; (9.11) 


ds nd 
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Traçons l’abaque de l'équation (9.11) pour déterminer n,4- dans 
les intervalles suivants de variation des variables: 1 & a < 1,1; 
1Lb<Lo5ôm;, 0LKm<3, 1<LQ<L50 m/s; O1 L'er E 2. 
Pour abréger posons \ 


(+ mner)nês 
F(m, Ner) =D, 


l'équation (9.11) devient 
aQ?= b°F (m, fer). 
En prenant le logarithme des deux membres de cette équation, on 


obtient 
TO 


logs — — logjO® + log F (me, ner), 


qui est de la forme 2 — f, + fs5, laquelle ne diffère de la forme (9.6) 
que par la notation des fonctions. 


Les équations des éléments de l’abaque sont définies par le ta- 
bleau 27. Posons f., — log &/b5, fa = —1l0g Q?, fas = 108 F (m, Ncr), 
ay = 40 mm, a — 40 mm, m — 10 mm (on a désigné le paramètre m 
par m pour le distinguer de la variable m), Tr = Top = 40 + 
+290 log «, R3= Rn=0,2 m, T3=,Tm—8 m. L'abaque est représenté 
sur la ,figure*3 (cf. Introduction page 10). 


& 9.8. Abaque adapté{ à points équidistants 
ns pour la forme fi +f2= fs + fi + f5 
Les ae des éléments de l’abaque de la forme (9.7) se 
déterminent à partir du tableau 31 en y posant f,, — fi os Jaa = 
= fs + fa, fas — ff, Comme précédemment prenons la fonction T, 


de la forme 
Ti = 00 + M (f1 — fo) 


Le champ (a;, «.) sera alors constitué de deux familles de droites 
orthogonales. 


On a intérêt à sa 
Ts = C + nf, BR; = Ôfs; 


où c, n et Ô sont des paramètres. Les familles de lignes «&, et «; 
seront des familles de droites parallèles. 
En effet, en éliminant la fonction ÿ, entre les équations 


TZ = 09 — € + 2m (fa + fa + Ôfa), Y =C+ nf: 


du champ (as, &,), on obtient l'équation de la famille de droites 
parallèles 


__2m eee, 2m. CH9 


= — Ag + a + —2mf,=Ù. (9.12) 


15—049 
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En éliminant la fonction jf, entre les équations 
z = 09 + a + 2m (fs — Ôfs), y =c + nf; 


du champ (a;, «;), on obtient l'équation des droites parallèles a; 


JE dm ” ; 2mc 
Fr Ÿ : n 


—_ Imfs = 0. (9.13) 


Déterminons maintenant la valeur du paramètre Ô pour laquelle 
les familles de droites parallèles &, et &; définies par les équations 
(9.12) et (9.13) seront parallèles entre elles. Dans ce cas l’angle que 
feront les droites «, et «; avec les droites «;sera le plus voisin d’un 
angle droit et assurera la meilleure précision à l'abaque. Egalons 
les coefficients angulaires des droites &, et «;: 


n d 


2m(Î1+6)  2mô* 


Il vient Ô — —O,f 
En portant les expressions des tonctions Jo, faas fans Tor Ta 
et À; dans le tableau 27, on obtient le tableau 32. La projection 


Tableau 32 


Coordon- Champ des centres Champ des intersections 


Champ des intersections 
nées (œ 


1 2) La dy Lys 


_ ag + M(f1 + fe) ag —a+2m(fs+0,0f3)la0+ a +2m(fs +0,5f3) 
y bo + M1 — fo) C+nfs c+nfs 


de l’abaque implique le choix des six paramètres à, b4, c, a, m 
et n.° 
# 


Exemple 65. Tracer un abaque pour la formule 
C5 = y + Go ++ Ga + Ga, (9.14) 
la variable cherchée étant «:. Les intervalles de variation sont: 


O0 La, Ge, Gus Ga KL 53 0 Las K 20. 
Ramenons. l'équation (9.14) à la forme (9.7) 


y Hide = (—0s) + (—a) + as. 


Il vient 


fa = un 15 = Qo; fa = —Ga, fa = —Qu 5 = Gs. 
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L’abaque construit avec les équations du tableau 32 pour a, = 0, 
a — 15 mm, b, — 45 mm, c —0,m —2,5 mm, x» —5 mm est 


Fig. 227, Abaque tracé d’après le schéma de la figure 218 pour la formule &; = 
= y + Go + A3 + Ca 


représenté sur la figure 227. L'arc en pointillé représente la solution 
de l'exemple numérique: &1 = 1, &, — 9, a3 — 4, &y = 2; répon- 


$ 9.9 Abaques adaptés à points équidistants 
pour un système d’équations 


Les abaques à points équidistants peuvent être appliqués à la 
représentation de systèmes d'équations. Etudions le cas où le système 
est résolu par plusieurs intersections à partir d'un même centre. 

Soit le système d'équations 


fia = fau +35 
f12 = J67 + f68: (9.15) 


4 + = + + ee e e e [2 e L] 
J 12 = fn-2. eper Je n° 


Chaque équation du système (9.15) est susceptible d'être repré- 
sentée par un abaque du type de la figure 218. Les champs des centres 
de tous ces abaques peuvent être rendus identiques, car toutes les 
équations ont un premier membre commun, la fonction f... En super- 
posant ces abaques de telle sorte que les champs des centres viennent 
en coïncidence, on obtient un abaque sur lequel la solution du système 
d'équations est donnée par des tracés d’arcs à partir d’un centre 
unique. 

Le cas particulier où le système (9.15) n’est composé que des 
deux équations 


fio = f3a À fase fo = fon + fes, (9.16) 


est important dans les applications pratiques. 
15% 
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Les équations des éléments de l’abaque du système (9.16) s'écri 
vent : 


champ des centres (@;, %): 


ZT = 00 + Mios Y = Ti; (9.17) 

champ des intersections (@s3y %4)!° 
TZ = 40 — a + 2m (f3a + Rs), y = Ta; (9.18) 

champ des intersections (œ3, &s): 
= 49 + a + 2m (f35 — Rs), Y = Tai (9.19) 


champ des intersections (@s, 7): 

z = Gg — 0" + 2m (for + Rés y 
champ des intersections (&ss &g)? 

z =a +a + 2m (fs — Rohs U = Ton (9.21) 


Exemple 66. Traçons un abaque de ce type pour le système d’équa- 
tions [70] 


Te: (9.20) 


M =br Ri(h)—0,52), RF;=btR: (9.29) 


sous réserve que 
z L 0,55hge (9.23) 


Ce système décrit le calcul de poutres en béton armé, de section 
rectangulaire, à armature simple, d’après la méthode des états limi- 
tes théoriques. A7 est le moment fléchissant en kg-cm; b la largeur 
de la poutre en cm; À, la distance de l’extrémité supérieure de la 
poutre au centre de gravité de l’armature en cm; F, l'aire de la sec- 
tion transversale de l’armature en cm?; x la hauteur de la zone 
de compression du béton en cm; À, la résistance théorique du béton 
à la compression pendant la flexion en kg/em?; À, la résistance 
théorique de l’armature à la traction en kg/cm?°. 

Les intervalles de variation sont : 10 << b << 500 cm; 0,1 < M < 
& 100 tm; 1000 £ R, < 5000 kg/cm*; 10 L AR; L 400 kg/cm?; 
2< x L 150 cm; 3 L ho KL 300 cm; 2 L F, <L 100 cm°. 

La forme logarithmique du système d'équations (9.22) s'apparente 
à la forme (9.16) 


Log (bRr) = log M — log (x (ko—0,5x)], log (br) = log Fa+ log À, 
Posons 

fa =log(bR:), fa = log W, fss= — log [x (ho —0,5x)], 

fer = log Fa, fe = log À , =d, &=hr, as=ho, 


G=M, Œ=r, G=R,;, Gt, ax. 
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L'abaque est représenté sur la figure 228. Pour le tracer, on a fait 
intervenir dans les équations (9.17) à (9.21) les valeurs des paramètres 
et les fonctions arbitraires suivantes: m — 15 mm, a, — —60 mm, 


M, tm se 
Dt 051 54 50 0 F 


RER, Eee 7 


ES cm 7 0) 


—_ 
—————_ 


Fig. 228, Abaque adapté à points équidistants pour la résolution du système 
d'équations (9.22) avec la condition (9.23) 


a — 167 mm, a" — 95 mm, 7,, — 60 + 15 (log b — log R};), Ts — 
= 13 + 30logh,, BR: = —-0,5logh,, Ts — —90 + 30 log À;,, 
Re = 0,9 log R,. Au signe d'égalité de la condition (9.23) correspond 
Ja droite tracée en pointillé dans le champ binaire (h,, x). Elle 
a pour équations paramétriques 


x=118,1— 45 logho, y= 13 +30 log Age 


L'abaque donne la solution de l'exemple numérique: 
M' = 20 tm, h, — 100 cm, b = 50 cm, À = 100 kg/cm?°, 
RA —= 2000 kg/cm°?; réponse: x — 4,1 cm, F, — 10,2 cm', 


$ 9.10. Abaques composés adaptés à points 
équidistants 


* 


Les abaques composés à points équidistants se prêtent bien à la 
représentation des relations à plusieurs variables de la forme 


fe À fin = 34 + Î 5e SD un În-2, n-—1° (9.24) 
Considérons deux méthodes de représentation de la relation 
fie + far = faa + Pics (9.25) 


qui est un Cas particulier de (9.24). Dans la première, les éléments 
communs de l’abaque composé seront le champ des intersections 
et le champ des centres, dans la seconde, les champs des intersections. 
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Abaque composé à champs des intersections et des centres communs. 
Introduisons la variable auxiliaire & en posant 
fie + far = fa + fie = &. 


Mettons les équations obtenues sous la forme 
sa = —J56 + &, (9.26) 
& = fig + Jar (9.27) 


4 


et représentons-les par des abaques à points équidistants. L’abaque 
de l’équation (9.26) sera constitué d’une famille verticale de droites 


Fig. 229. Schéma d’un abaque adapté; à points équidistants pour l'équation 
fie + far = faa + fsa à champs des intersections et des centres (&:, «) communs 


des intersections «&, celui de l’équation (9.27) d’une échelle des centres 
&, qui est susceptible d’être remplacée par une famille de droites 
verticales &« confondues avec la famille de droites « du premier abaque. 
En regroupant ces deux abaques, on obtient l'abaque composé à 
champs des intersections et des centres communs de la figure 229. La 
famille de droites « est figurée en pointillé. On peut ne pas la tracer. 
Les équations des éléments de l’abaque s’écrivent : 
champ des centres («,, «4): 
T = 00 + Mas Y = Tsa; 
champ des intersections (@z, ©): 
T' = @p — 4 — 2Mfse Y = Ts; 
champ des intersections et deuxième champ des centres (as, œ)1 
z = +a+2ma, y =T;; 
champ des intersections (&;, &2): 


za +a—a" + 4m (jf, + R;), y =T;; 
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champ des intersections (x;, &;): 
= ao + à + a° + 4m (fr — Ri), = li. 


Le trait remarquable de cet abaque est que ses éléments possèdent 
des modules croissant dans le sens de l'axe des abscisses, à savoir 
m, 2m, 4m 


_ Abaque composé à champs des intersections communs. Mettons 
l'équation (9.25) sous la forme 


fie — aa = —fur + Ji = @, 
où & est une variable auxiliaire et représentons les équations obtenues 


—fsa = —fis + (9.28) 
fs = à + Ji [(9.29) 


par des abaques à points équidistants ayant le champ des intersec- 
tions (&«,, «) en commun. L’abaque est représenté sur la figure 230. 


RCE ARR RASE 
— El 


Fig. 230. Schéma d’un abaque adapté à points équidistants pour l'équation 
ho += fs + 5e à champs des intersections£(a;, &«) communs 


C’est un abaque composé à champs des intersections communs. En portant 
dans les équations (9.28) et (9.29) les paramètres de transformation 
et une fonction arbitraire, on obtient: 


(200 + 2m (— fa)] = [ao — a + 2m (— f12 + Ri)] + 
+ [ao + a +2m'(a — R;)], 
[2a, + 2mf5el = [ao 4-4 + 2m(a— R;)] + 
+ [24 —a9— a + 2m (fi + Ri)]. 


Les équations des éléments de l’abaque s’écrivent donc: 
champ des centres (a3, &,):! 


T = 49 — Mfsas Y = Taas (9.30) 
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champ des intersections (&;, &): 


T'= do — a + 2m(—fie + Ris y = Ti; (9.51) 
champ des intersections (a, @): 
z=ag+a+2m(x — R;), y =T,;; (9.32) 
champ des centres (a;, &): 
ZT = + Mises Y = Tic; (9.33) 
champ des intersections (œ;, œ&3): 
z = 24, — ag — à + 2m (fis + Ra), y = Ti (9.34) 


Le trait remarquable de cet abaque est que ses éléments n'auront 
que deux modules distincts sur l'axe des abscisses, plus exactement 


ds 0 & S 
V0 A K K 
\ $ 4 
& 
dz a X7 
Di nn, Ÿ de 5 2e Se pe «Sp 
{ 
&, 
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— 
_————" 


Fig. 231. Abaque tracé d’après le schéma de la figure 230 pour l'équation œ7 — 


= Qi + Ge + Gs + Ga + 6 + Ga 


le champ des centres sera construit avec un module m, celui des 
intersections avec un module 2m. Le tracé de la famille de droites « 
est superilu. 


Exemple 67. Traçons un tel abaque pour l'équation 
Ur = Qy + Go + Ds + Ga + as + Ge (9.35) 


dans les limites 0 <a, do < 1; O0 as, Gas Gps Ge 2, OK O7 K 
& 6 (les limites de variation de a, sont incomplètes). 
Réduisons l'équation (9.35) à la forme canonique (9.25) de la 
façon suivante : 
(—as — @) + o7 = (as + @a) + (as + ae). 


D'où il vient 


fie = —Qi — Go, Jar = On sa = 3 + Aa, Î56 = Ag + Le 
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Posons m — 5 mm, a, — a —= 40 mm, ag — 85 mm, T'as = 35 + 
+ 5 (—as + ou), T; = 150, R;=—0,d0, Ti = 40 + 5 (a; — was). 
L'abaque représentatif des équations (9.30) à (9.34) est tracé sur la 
figure 231 pour les valeurs choisies des paramètres et des fonctions 
arbitraires. On a supprimé la famille de droites verticales attri- 
buées à la variable auxiliaire &. Les arcs de cercles en pointillé figurent. 
la solution de l'exemple numérique: «&,; = 0,8, &, — 0,2, &g — 
= a = 1, à — 0,9, & = 1,9; réponse az — 5 


CHAPITRE 10 


MÉTHODE DE CONSTRUCTION 
DES ABAQUES AU COMPAS ADAPTÉS 


$ 10.1 Déduction de la forme canonique 
représentable par un abaque au compas adapté 


Au $ 8.6, on a montré que l’abaque au "compas adapté de la 
figure 210 était représentatif d’une équation à six variables de la 
forme 


fo + fs = fas + Ja. (10.1) 


La relation (10.1) sera dite forme canonique représentable par un 
abaque au compas adapté. 


“Déduisons maintenant la forme (10.1) par un autre procédé qui 
donne les équations des éléments de l'abaque. Supposons qu’un tel 


RE 
HR 


—————————}— 
A 


ÿ 
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Fig. 232. Schéma d'un abaque adapté au compas pour la forme f19 + f13 = 
= fas + fac! 


abaque a déjà'été construit (fig. 232). Disposons lesystème de coordon- 
nées z0y de telle sorte que l'axe Ox soit parallèle aux droites a; 
et «4 Soient À, B, C et D des points des champs binaires dont les 
cotes vérifient l'équation (10.1). En vertu de la clef on a AB — CD. 
Par ailleurs AB || CD || Ox. Soient za, Ya, Ts YBs Ter Vers Tps YU 
les coordonnées respectives des points À, B, € et D. Les conditions 
AB = CD et AB || CD,]| Oz se traduisent par les relations suivantes 
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entre les coordonnées des points À, B, C et D: 
TB — LA —Tp—Tos VA = Ur, Yc = Yp. 
En posant 
TAj—= J10 La —“ his To ={aé Lb = —]4 
dans la première relation, on obtient la forme canonique (10.1). 
Posons les ordonnées y, et y ; égales à une fonction arbitraire ZT, (æ1), 
et les ordonnées yc et y» à une fonction 7, («,). Les équations des 
éléments de l’abaque représentatif de la relation (10.1) s'écrivent 
{les indices des coordonnées ont été omis): 
champ (a, Ca) : 
ZT = fie Y = Ti; 
champ (a«;, &3): 
Z = —fis Y = Ti; 
champ (a;, &5): 
T = 58, y, = Ta; 
champ (a,;, Ga): 
T = —fie YU = Ta 


$ 10.2. Méthode de construction d’un abaque 
au compas adapté pour la forme canoniqueÿ 


fie + fis = f45 + fu 


._jIntroduisons dans les équations des éléments de l'abaque les 
paramètres auxiliaires de transformation a;, a, a” et m et deux fonc- 
tions arbitraires R, et RÀ,. Transformons identiquement l'équation 
(10.1) 


las + m (irait Ra)] + lag — à + m (is — Ril = lag + a° + 
+ m (as + Ra) + [ao — a — a + m (as — R,)I. 
La nouvelle équation est de la même forme que l'équation initiale, i.e. 
fra + fais = as + ae. 
Dans cette équation les nouvelles fonctions far fs» as et fae dépen- 
dent des paramètres et des fonctions arbitraires: 


fa 00 +m (fa + Ri), fais —[ao+a-km(—fis+ Ri)}, 
fes = 00 + a + m (fes + Ri), fie = —[a9+a +a+m(— fic + Ri)l. 


Les nouvelles équations des éléments de l’abaque s'écrivent: 
champ (ay, 2) : 


Z = @o + M (fie + li), y = Ti; 
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champ (a;, &3): 
Ta + a+ m(—fis + Ris y = Ti; 


champ (ay, &;): 


Tag +0 + m (as + Ra ÿ = Ta; 


champ (a,, &s): 


z=a +0 +a+m(—f3 + Ra, y = Ty 


La projection d’un abaque au compas implique le choix} des 
quatre paramètres a, a’, a et m et des quatre fonctions arbitraires 
T;, R1, Taet R,. Le paramètre a, positionne l’origine des coordon- 
nées. Les paramètres a et a’ permettent de déplacer les familles 
de lignes «, et à; dans le sens de l’axe des abscisses Ox. Une fois les 
paramètres a, a et a’ retenus, on met en place la famille de lignes 
inconnue @.. Les variations du paramètre m se traduisent par une 
contraction ou une dilatation des familles de lignes &,, Ga, 
et à; dans le sens de l'axe Ox. 

Les fonctions arbitraires T, et T, décrivent les lois de distribu- 
tion des droites parallèles &, et &,. Dans le plus simple des cas on 
peut prendre des familles de droites &, et &«, parallèles équidistantes. 
Les fonctions T, et T, s'écrivent alors 


| 
Ti =bo+b+nar Ta = bo + Pas : 


où bp, b, n et p sont des paramètres. 

Par un choix convenable des fonctions À, et À, on peut attribuer 
aux familles de lignes &,, @z:, «&,; et «; une forme plus commode 
à l'usage. Dans le cas le plus simple on peut poser R, = 0et R, —=0 
ou R, —0'T, et R, — Ô”"T,, où Ô’et Ô” sont des paramètres. 

Considérons les formes canoniques suivantes qui sont des cas. 
particuliers de la relation (10.1): | 

a) forme à trois variables: 


fra = Ja (10.2) 
fi = fa + as (10.5) 
b) forme à quatre variables: 
fra = aa (10.4) 
fie + fais = far (10.5) 
fie = fs + Ja (10.6) 


fa + fe = fs + fa (10.7) 
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c) forme à cinq variables: 


fie = faa RE fa5 (10.8) 
fio + las = fa + fs (10.9) 
fi + fa fs = fa + fs (10.10) 
d) forme à six variables: 
fie + Ja = 45 + Je (10.11) 
fie + fs =fa + fs + Jo (10.12) 
fi + fo + fa = fa Tee (10.13) 


KL Pour déduire les équations des éléments des abaques représenta- 
Ets des formes (10.2) à (10.13), il faut réduire ces formes à la forme 
(10.1) et déterminer les fonctions qui y figurent. Pour distinguer 
les fonctions de la forme (10.1) de celles des formes (10.2) à (10.13), 
on les coiffera dans la suite d’une barre: f, Pis rt lie 


$ 10.3. Abaques au compas adaptés pour 
formes canoniques à trois variables 


n  Abaque représentatif de la forme f'i2 == f3. Mettons (10.2) sous 


la forme 
0 + D (12) — 0 + D (fs) (10.14) 


Ï 4 


Fig. 233. Schéma d’un abaque adapté au compas pour la forme fie = f3 


où ® est une fonction quelconque. Une comparaison de (10.14) 
et de la forme (10.1) donne 


f12=0, fi3 = D (19), F0: fie D (fs). 


Les équations des éléments de l'abaque (cf. fig. 233) s'écrivent: 
ligne Î (échelle «;): 


T = 4 + MR: == 1: 
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champ (&1, @2): 
z=do+ta+mi-o® (fs) +R y =T;; 
point fixe (la flèche verticale): 
z=ag+a, y —=0; 
échelle &3: 
zx = +a +a— m(fs), y = (0. 


Représentation de Ia forme fi = f2 + fs. Ramenons la forme 
(10.3) à la forme (10.1) f, — fs = 0 + fa. 
D'où il vient 


fuw= fi fais = — fa, fa =0, fie = fs. 


Fig. 234, Schéma d'un abaque adapté au compas pour’ la: forme jf, = fe + fs 


Les équations des éléments de l’abaque (cf. fig. 234) s’écrivent : 
échelle «,: 
TZ = 40 + My Y =; 
échelle «&, : 
ZT =00+4a + mix y =0; 
point fixe (la flèche verticale): 
z=ago+a, y —=0; 
échelle «;: 
z=ao+a +a— mfs, y —=0. 
Exemple 68. Tracer un abaque au compas représentatif dela 
forme (2.7), où 150 & T << 190 cm, 20 < À < 80 ans, 50 LP << 


< 95 kg. 
Ramenons la formule (2.7) à la forme (10.3) 


—0,25 (4 — 20) = 0,79 (T — 150) — (P — 50). 
Posons 


f1 — —0,25 (A — 20), ff, — 0,75 (T — 150), fa = — (P — 50). 
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Les équations des éléments de l’abaque s’écrivent: 
échelle À : 
x = ap — 0,25m (A — 20), y —0; 

échelle T : 

xz = ap + a + 0,75m (T — 150), y — bd; 
point fixe (la flèche verticale): 

x =ago+a, y —=0; 

échelle P: 

z=ag+a +a+m(P — 50), y —=0. 


L'abaque représentatif de ces équations pour les valeurs m — 2 mm, 


Go = 30 mm, b — 30 mm, a — 20 mm a’ — —30 mm est repré- 
1 
À, arriere 7, cm 
60 60 40 20 10 10 T0 180 190 
LL nee 
| LL ——4 
P, Kg 
L 90 Go 7 60 9€ 
Li Î ! pi | 1 | l | ] l j D 
rÆ— } YA 


Fig. 235. Abaque construit d’après le schéma de la figure 234 pour la formule (2.7) 


senté sur la figure 235. Il donne la solution de l'exemple numérique: 
À —35 ans, T — 170 cm; réponse: P — 69 kg. 


$ 10.4. Abaques au compas adaptés pour 
formes canoniques à quatre variables 


Représentation de la forme f'i2 = /3:. Mettons (10.4) sous la forme 
O+ D (f12) = 0+ ® (far), (10.15) 
où ® est une fonction arbitraire. La comparaison de l'équation 
(10.145) et de la forme (10.1) donne fi, = 0, f,3 — ® (fo), fas — 0, 
fs — D (fa1). Les équations des éléments de l’abaque (cf. fig. 236) 
s'écrivent : 
ligne [I (échelle «,;): 
TZ Go + mRx,, y =T,; 
champ (a;, @): 


z =as+a + ml (fs) +R y = Ti; 
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ligne IT (échelle 3): 
x = 40 + a + mR3a, ts 
champ (@s, 4): 
Tr =a+a +a+mil-® (fs) + Rd, y = Ty 


Représentation de la forme f'i2 + f13 = 4. Mettons (10.5) sous 
la forme 12 + Jia = 0 + f, et comparons avec (10.1). 


Il vient 19 —= 39, Îr0 = f13, le 0, Ta = 4. 


Fig. 237. Schéma d’un abaque adapté au compas pour la forme jy + f13 = f4 


Les équations des éléments de l’abaque s’écrivent (cf. fig. 237): 
champ (x;, &): 
z = 40 + M (fie + Ri), y = Ti; 
champ (a&;, &3): 
z = +a+m(—fis + Ri, y = Ti; 
point fixe: 
zx = ag +a, y —=0; 

échelle «x, : 


z=a0+a +a— mfy, y —=0. 
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La relation (10.5) est susceptible d'être représentée par un abaque 
à points équidistants avec une échelle des centres &, et des champs 
des intersections (æ&,, &) et (&1, &3). Seules &, ou as peuvent être 


inconnues Contrairement à un abaque au compas où toute variable 
peut l'être. 


Représentation de la forme f'12 — f' 3 + 4. Mettons (10.6). sous 
la forme 


Û fe = ae 


Une comparaison avec (10.1) donne: 


fre = 0, ee fie fa = fa. “fa =. Ÿ 4. 
Les équations des éléments de l’abaque s’écrivent :. 
ligne [I (échelle «,): " 
TZ = dot My y =T;; 
champ (&;, &2):. 
x = a+ a + m(—fio + Ri), y = T; 
échelle &;: 


sta us Y=0: 
échelle &,: | 


T4 +4 +a— mfy, y —= 0. 
L'’abaque est représenté sur la figure 238. 


ÿ 


Fig. 238. Schéma d’un abaque adapté au compas pour la forme fie = f5 Ha ps 


On remarquera que la forme (10.6) est susceptible d’être également 
représentée par un abaque à points équidistants à champ des centres 
(x:, &) et à échelles des intersections &, et «4. Les ue LUE incon- 
nues sont ici a OU y. 


Représentation ‘de la forme fi + fo = fa + fa. Une comparaison 
de la forme (10.7) avec (10.1) donne 


; fifi fas= fa ‘fais = far io fe 


16—049 
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Les équations des éléments de l’abaque s’écrivent: 
échelle &,: 
Z = 49 + M, ÿ=0; 

échelle «, : 

za +a— mfs, y —Ù; 
échelle «, : 

x =ay+a + mis y —0; 

échelle «, : 

x =a9+a +a— mfs, y — 0. 


L'abaque est dessiné sur la figure 239. 


Fig. 239. Schéma d’un abaque adapté au compas pour la forme fi + fo = far #4 


Exemple 69. Traçons un abaque de ce type pour l'équation 


(9.10) sur les intervalles 0,1 < u,, u,, us < 10, 0,1 & v < 10. 


n° 


En prenant le logarithme de l'équation (9.10) on la ramène à la 


forme (10.7): 


—0,6 log u, — 0,9 log u; = 0,3 log u, — (log v — log 2,5). 


Posons 


f 


— —0,6 log uy, fs — —0,9 logus, ff; — 0,3 log u, 
fa = — (log v — log 2,9). 


Les équations des éléments de l’abaque s’écrivent : 
échelle u,: 


z — 49 — 0,6mlogu,, y —b; 
échelle u,: 
z = ag + a + O\mlog us, y —b; 
échelle u, : 
z —=ao Fa + 0,3mlogu,, y —=0; 
échelle v: 
x — 49 + a + a + m (log v — log 2,5), y —0. 
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L'abaque représentatif pour les valeurs m — 50 mm, b — 35 mm, 
&) —= 30 mm, a — 105 mm, a” — —5 mm, est tracé sur la figure 240. 


Fig. 240. Abaque construit d’après le schéma de la figure 239 pour la formule 
v= 2,o6u96u9 3099 


Il propose la solution de l'exemple numérique: u, = 0,2, u,; = 0,7, 
uy = 7,73; réponse v == 9,4. 


$ 10.5. Abaques au compas adaptés pour 
formes canoniques à cinq variables 


Représentation de la forme f12 = f34 + 35. Mettons (10.8) sous 
la forme 


0 + fie — J34 + f35 


et comparons avec (10.1). Il vient 


fa =0, fi3— fie as = Jan fie as. 
Les équations des éléments de l’abaque s’écrivent : 
ligne Î (échelle «;): 


zx = ao + MmR,;, y = T;; 
champ (@1, @o): 
x = 9 + a + Mm(— f32 + À), y=T;; 
champ (as, @:): 
T=ag+a + m(fss + Rs), y = Ta; 
champ (@s, 5): 
z=ua+a +a+m(—f35 + Ra), y = Ta 
L'abaque est tracé sur la figure 241. 
I1 a l'avantage d’être à résolution totale, i.e. de permettre le 


calcul d’une variable quelconque pour des valeurs données des autres. 
Ainsi on peut déterminer la valeur de &; qui correspond aux valeurs 
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données des autres variables. Dans un abaque à points équidistants 
ce problème se résout par tâtonnement. 


Fig. 241. Schéma d’un abaque adapté au compas pour la forme f,2 — fi de pe 


. . Représentation de la forme fo + f13 = f4 + f5. Ramenons (10.9) 
à (10.1) en posant 


fi2 = Ja, fais se fes 


Fig. 242. Schéma d’un abaque adapté au compas pour la forme f,+ + f13 = 
| — de 


Les équations des éléments de l’abaque s’écrivent: 
champ (a;, &.): 
ZT = QG + M (fie + Ris, y = Ti; 

champ (@;, &3): 

TG +a+m(—fis + BR), y = Ti; 
échelle «, : 

| z= a +4" + mfx y =.0; 

échelle «, : L 
z=a+a +a- mf;,, y ="0. 
L'aäbaque est ‘tracé sur la figure 249: 
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A signaler que l'équation (10.9) est représentable par un abaque 
à points équidistants à champ des centres (a,, a;) et à champs des 


intersections (œ«,, &,) et (&,, &3). Mais seules &, et «; peuvent être 
inconnues. 


Représentation de la forme fi + fo + f3—=/f, + fs. Ramenons 
la forme (10.10) à la forme (10.1) en posant 
rotin: has fs home fas = fs. 


Les équations des éléments de l’abaque sont: 
champ (@;, @): 


ZT = Go + M + fe + Rs y = Ti; 
champ (a;, &3): 
T=d+a+m(—ÿfs + ), y =T;; 
échelle «, : 
z=a0+a + mfx, y —=0; 
échelle @, : 
z= a +a +a— mfs, y = 0. 


L'abaque est encore celui de la figure 242. 

Par un choix judicieux des fonctions À, et T,;, on peut toujours 
transformer les familles de lignes &, et «; en familles de droites 
parallèles. Il suffit de poser 


T, = d + Nfis Ri = Ôfu 


où b, netÔ nt des paramètres. On obtient les équations suivantes 
des champs binaires qui mettent en jeu ces familles : 
champ (a, «): 


Z = Go + M (fi + fa + fi), y = b + nf,; 


champ («;, &3): 


z = +a + m(—}ÿs3 + Ôf:), = D + nf. 
En éliminant la fonction j, entre les équations du champ binaire 
(&, &,), on obtient l'équation de la famille de droites parallèles @, : 


1 + 
PE y 4 mat ao MEL, 


— 


De façon analogue, en éliminant la fonction f, entre les équations 


du champ binaire (a, «), on déduit l'équation de la famille de 
droites parallèles «&;: 


T== 


môÔ bô 
RU Mfs+ag+a— ©, 


246 ABAQUES AU COMPAS ADAPTÉS [Ch. 10. 


Le paramètre ô peut être choisi tel que les familles de droites 
parallèles &, et &; coupent les familles de droites horizontales & 
sous des angles qui soient les plus proches d’un angle droit. fl en 


ÿ 


Le 4) da 


Fig. 248. Schéma d'un abaque adapté au compas pour la forme f, + fa + fa = 
= fa + fs 


sera ainsi lorsque ces angles, et partant, leurs tangentes seront 
numériquement égales mais de signes contraires. Ceci se traduit par 


n EH n 
m{i+ô) mé 
D'où il vient Ô — —0,5. L’abaque correspondant est celui de la 


figure 243. Les équations de ses éléments s’écrivent : 
champ (&;, &): 


z = 9 + Mm(0,5f, + fe), y = db + nj; 
champ (@;, &3): 
Tz = Ag + a + m(—0,5f, — fs), y = b + nf; 
échelle «,: 
z=4do+a + mia y = 0; 
échelle «,; : 


z=ag+a +a—mfs, y — 0. 


$ 10.6. Abaques au compas adaptés pour 
formes canoniques à six variables 


Représentation de la forme fi2 + f3 =f:5 + fo. Ramenons la 
forme (10.11) à la forme (10.1) en posant 


fao = fo, es se, ele 


Attribuons les variables &, et &«, à des familles de droites horizonta- 
les. Les équations des éléments de l’abaque s’écrivent alors: 
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champ (&;, &): 
TZ = 09 + M(fio + À), y = T; 

champ (&;, &3): 

Tr=d+a+m(—ÿfs + À), y = 1; 
champ («;, &;): 

TZ = Gg + à + M (fas + Ru), y = T;; 
champ (y, &é): 

z=ag+a +a+m(—fe + Ra), y = T4. 
L'abaque est dessiné sur la figure 232. 


Si l’on pose 
Ri = 0" T, et Mi = 0"T;, 


où Ô’ et Ô” sont des paramètres, les familles de lignes a; et &ç se 
transforment en des familles distinctes de droites parallèles. 


Représentation de la forme fi2 + fs = fx +f5 + fe. Ramenons 
la forme (10.12) à la forme (10.1) en posant 


fie = Jos fa3 = fa fas = Ja + fs, fe = Î6e 
Dans le cas où les variables &, et &, sont attribuées à des familles 
de droites horizontales, les équations des éléments de l’abaque 
s’écrivent : 
champ (æ&;, &): 


ZT = Gg + M (fie + À), y = T:; 
champ (a., 3): 
=Go+a+m(-fs +R), y=T; 
champ (aœ;,, &): 
z= do + a + m(fa + fs + Ra), y= Ta; 
champ (@;, &e): 
Tr=a+a +a+m(—-fs + Ra), y = Ti. 


En posant 
À; ="0},, T, = bd + db + nf, 


Ra = —0,5f, Ta = 09 + Pa 


où Ô, bo, b,n et p sont des paramètres de transformation, les famil- 
les de lignes a;, &:, &, se transformeront en des familles distinctes 
de droites parallèles, telles que les pentes des droites «,; et &, seront 
égales et de signes opposés. Les équations des éléments de l’abaque 
s'écrivent : Re CS. 
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champ («œ,, @): | 
ZT = A9 + M (fo + 01): y = 09 + 0 + nf; 
champ (a;, &3): 
T=d+a+m(—fs + Ôf), y = bo + b + nf; 
champ (4, &;): | 
z = 9 + a + m (0,5f, + fi), y = O5 + Pfa; 
champ (@,, @œ): 
t=ag+a + a+ m(—ÿf — 0,5f,), y = bo + pfa- 


L'abaque est dessiné sur la figure 244. 


DR a 
PR NN 22777012 


me 
YA 


Fig. 244. Schéma d’un abaque adapté au compas pour la forme f1o + fa = 


= Ja + fs + fe 


Représentation de la forme f1 + fo + fa = fr + fs + fe. Rame- 
nons la forme (10.13) à la forme (10.1) en posant 
fio=fitle fis=fs fis=fatfs fi fe 
Les équations des éléments de l'abaque s'écrivent dans le cas où 
les variables &, et &, sont représentées par des familles de droites 
horizontales : 
champ (@œ;, œ): | 
T = Gp + M (fi + fe + Ri), y =.l;; 
champ (œ;, @3): 
z= a +a + m(—}f; + Ri), y= Ti; 
champ (ay, @;): 
+ 57 00 + a+ m (a + fs + Ru), y= Ta; 
champ (@;, @e): 
rate +at+m(—f + Rd, = Ta 
L'abaque est celui de la figure 232. 
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Si, comme plus haut, l’on pose 
A, — —0,5f;, T, — b +. b+ nf: 
Ra = —0,5fa Ta = do + pfa 
où bn:. b, .n et.p.sont des paramètres, les équations des éléments de 
l'abaque s’écrivent : 
champ (œ;, &): 


z = Go + M (0,5f; + fe),  ÿ = bo + D + nf:; 
champ (a, &3): 
za + a+ m(—f3 — 0,5f;), y.= dj + db + nf;; 
champ (a@;, &s): 
z=a+a + m(0,5f, + fs), y = bo + Pfa: 
champ (&y, &s): 
g=ag+a +a+m(—fs — 0,5f:), y = bo + Pfa 
Cet abaque n'est constitué que de familles de droites parallèles 


NN A IT 
CONTI TEE ET} l_ STATE 


Fig. 245. Abaque adapté au compas pour la détermination de &,; par la formu- 
le aç = Qi + Ge + as + aa + @s 


telles que les pentes des droites &, et «; sont égales et de signes con- 
traires de même que les pentes des droites a; et @s. 
FRERE 70. Représentons la formule 


Ag —= A + Go + Ds + Ma + Qs (10.16} 


par un abaque de ce type sur les intervalles 0  @;, @o, Gas as 
as & D, 0 ae L 25. 
Ramenons la forme (10.16) à la forme (10.13) 


Qi + Go + QG = —Q — y + Ge, 
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en posant 

fi = fa — Go, fa — As, 

fa = —@a, fs = —Qs, fe = 
L'abaque représentatif pour a, = 0, a == 0, a — 110 mm, m = 
— 5 mm, bd, — 0, b — 37 mm, n = 5 mm, p — —5 mm est des- 


siné sur la figure 245. Les points À, BH, À’ et B° correspondent à la 
solution de l’exemple numérique: &, = à, & = 3, à3 = 2, 4 = 
— 4, à; — 3; réponse a — 15. 


$ 10.7. Abaques au compas adaptés pour 
systèmes d’équations 


Les abaques au compas se prêtent bien à la résolution du système 
d'équations 
fie À fais = as + fac = + + = fus, n-4 Ÿ fn-s, n-3 = 
= fneo, n-1 T /n-o,n. (10.17) 
Signalons un cas particulier spécial de ce système 
fo Ts = hat... = fin + fn (10.18) 


Considérons la représentation nomographique du cas particulier 
du système (10.17) 


fie + las = as + fas = Îr8 + fr (10.19) 
et du cas particulier du système (10.18) 
fie FT fs = ia + fs = ie + fr. (10.20) 


Représentation du système (10.19). Mettons-le sous la forme 


f12 % Î13 = fas du fac; fi ES f13 Be Î18 Sn Îr9- 


‘Ces équations sont susceptibles d’être représentées par des abaques 
au compas dans lesquels les champs (a;, æ&) et (ay, &3) peuvent 
toujours être identifiés, puisque les premiers membres sont les mêmes. 
Ces abaques peuvent donc être superposés de telle sorte que leurs 
champs identiques viennent en coïncidence. On obtiendrait alors 
l’abaque de la figure 246. Si l’on désigne par À, B, A’, B', A'et B” 
des points des champs binaires, dont les cotes vérifient le système 
d'équations (10.19), alors le mode d'emploi de l’abaque découlera 
des égalités 
AB = A'B" = AB" = 1, 


Ce qu'il y a de remarquable dans cet abaque c’est qu’en résolvant 
le système d'équations qu'il représente on définit une fois pour toutes 
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l’écartement du compas à l’aide, par exemple, du premier groupe 
de champs binaires (æ,, &.) et (&;, &3). En outre, dans chacun des 


Fig. 246. Schéma d’un abaque adapté au compas pour le système d'équations 


fie + fais = fi5 + fae = fis + fre 


deux groupes de champs restants, on peut déterminer n'importe 
quelle variable. 

Les équations des éléments de l’abaque s’écrivent: 

champ (a, 2): 


T = do + M (fie + À), y = li; 
champ («;, &3): 
T=ag+a+m(—fis + Pi), y = T; 
champ (y, @5): 
TG +a + m(fas + Ra), y = Ta; 
champ (@y, &s): 
z=dg+a +a+m(—fi + Ra), y = Ti; 
champ (ay, &g): 
ZT = dj + a" + M (frs + Ro), y = T; 
champ (œ7, 9): 
= QG +a +a+m(—fr + Li), y = Ti. 


Représentation du système d'équations (10.20). L'abaque re- 
présentatif du système d'équations (10.20) est celui de la figure 247. 
Il a ceci de particulier que les familles de lignes horizontales «, 
sont impliquées dans tous les champs binaires. Soient À, B, À’, 
B', A'et B” des points des champs binaires, dont les cotes vérifient 
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le système (10.20). La clef de l’abaque découlera alors des égalités 
AB = A'B' = A"B" = 1. 
Ces égalités entraînent 
AA' — BB', AA'— BB", A'A"=B'B”. 


a A NE A 
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l 


(9) 


Z 
Fig. 247. Schéma d’un abaque adapté au compas pour le système d'équations 


fie + fa = fra + fs = fie + fr 


Les équations des éléments de l’abaque sont consignées dans le 
tableau 33. 


Tableau 33 
Champ champ champ champ champ champ 
Coordonnées 
(@,, &,) | (a, à) | Ca, à) | (x, a) | (æ,, &é) | (x, @,) 
T f12 — 3 f14 — fs fie — Î; 
y Ti Ti T, T; T; Ti 


Transformons identiquement le système d'équations (10.20) en 
y introduisant les paramètres de transformation a,, a, a’, a”, m 
et les fonctions arbitraires P,, Q,, R,, S,: 


[do + m (ao + Pa + Qi + Las — a + m (fs — Q:)] = 
= [as + a+ mfiua + Pi + Rl+l-ao— a — a+ m(f; — R;)] = 
7 [ag + a" + m (ic + Pa + 83] + Î[—as — a°— a + m (fs — S;)]. 


Les nouvelles équations des éléments de l'abaque s’écrivent : 
champ (œ;, &): 


T = Go + M (fo + P1 + Q:), y = Ti; 
champ (a, &3): 


z = dg+ a+ m(—f3 + Q;), y = Ti; 
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champ (a;, œi): 

ZT = 9 + à + M (fra + Pi + Ru, y =; 
champ (œ;, &x): 

Ta +a +a+tm(—f; + ki), y = Ti; 


champ (@&,;, &): 


TZ = Ag + a" + m (fie + P, + S:), y = li; 


champ (&;, &): 
t=ag+a +a+m(—fi+sS;), y = T. 


Pour construire l’abaque il faut choisir les paramètres de trans- 
formation et les cinq fonctions arbitraires P,, Q,, R,, S,, T;. Si 
l'on pose Q, — R, — S, — 0, les familles de lignes @;, &; et œ7 
seront des familles de droites verticales. 


$ 10.8. Abaques au compas adaptés composés 


Un abaque au compas composé est susceptible de représenter une 
équation de la forme 


ao + fus + as + fac + ee His, nu + fn-5, n-3 = 


+ fn-2, ae is: n° (10.21) 


Considérons l’abaque représentatif du cas particulier de l’équa- 
tion (10.21), où les variables sont au nombre de neuf 


fie T f13 T fas D fac _. fre sie fro- (10.22) 


Dissocions cette équation par l'intermédiaire de la variable auxi- 
liaire &:. 


fo + fais + fas = @, & + fase — Îr8 + fo. 


Mises sous 11 forme 


fre + las = —fas + @ —ù — fig = —f78 — Îro 


ces équations sont représentables par deux abaques au compas ayant 
en commun le champ binaire (&,, &), i.e. un abaque au compas com- 
posé. Celui-ci est représenté sur la figure 248. Les équations de ses 
éléments, siécrivent : 

champ (œ;, &@): 


EG EM he + R y = Ti: (10.23) 
champ (a, '@3): : | 
TE a Fat +m(—fs+R), y= Ti; (10.24) 
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champ (@y, &;): 
TG + a + M(—fas + La), y = Ts; (10.25) 

champ (a&,, @): 
z=a+a +a*+m(—-a+R,), y=T,;; (10.26) 

champ (ay, es): 
z=ao+a + a* + a** + m (fais + La), y = T,; (10.27) 

champ (7, &g): 
z = +a + a +a + m(—ÿz + Rs), y = Ts, (10.28) 

champ (@7, &o): 
z=G+a + a* +a"+ a** + m (fr + Rs), y = T7. (10.29) 


C'est un abaque à résolution totale. 


ÿ 


O 


T 


Fig. 248. Schéma d’un abaque adapté composé au compas pour l'équation f12 + 
+ fis + fas À fac = frs + fre 

Exemple 71. Traçons un abaque de ce type pour l'équation 

Ag = Œ + Ge + Os + Ga + As + Ge + 7 + as (10.50) 


sur les intervalles 0 & ao, œ&a, @7 1; O Goes Gus Or Les Os K 
2 DES Lo. 
Mettons l'équation (10.30) sous la forme 


(ay + Go + &3) + (@s + ds + Ge) = — Ar — Ag + A 
et ramenons-la à (10.22) en posant 
Jia = Gi + Gun fs = Ga fas = Qa + Gs 


fase — Ge; Î18 = — O7 — Ag, Î1o = e. 
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Soient «&,, æ&, et «7 les variables qui se r'épètent. L’abaque est tracé: 
sur la figure 249. Pour le construire on a adopté les valeurs suivantes. 
des paramètres et des fonctions arbitraires dans les équations (10.23) 
à (10.29): m — 8 mm, a, — 38 mm, a* — 60 mm, a’ — —18 mn, 


CE AN 


Fig. 249. Abaque tracé d'après le schéma 248 pour le calcul de «9 par la formule- 
Ag — Qi À Ar + As + Ou + O5 + Ge + Gr + œs 


a** — 35 mm, a” — —80 mm, T, — 48 + 120, T, = 24 + 12a,, 
Ts = as, R; = —0,50, R, = 0,5a,, R3 — —0,5x;.  L’abaque: 
donne la solution de l'exemple numérique: a, = 0,5, &, — 0,5, 
ds — 1,9, à, = 0,5, «5 = 0,5, à — 0,5, «y = 0,5, «3 = 0,5; ré- 
ponse &9 —= D. 

Dans l’abaque de la figure 249, au lieu d'un compas on peut se 
servir d'une bande de papier sur laquelle on aura porté des traits. 


Fig. 250. Bande de papier suppléant au compas pour la lecture de l'abaque de: 
la figure 249 (les points 4, B ct C correspondent à l’exemple numérique) 


correspondant à la distance entre les points donnés des champs 
binaires. La figure 250 montre la bande de papier correspondant 
à l'exemple numérique cité. Le segment AB est égal à la distance 
entre les points donnés des champs binaires («;, æ&,) et(æ;, &3), 
le segment AC à la distance entre les points donnés des champs binai- 
res (y, @s) et (as, 6). Le segment BC fait connaître la réponse æ. 


CHAPITRE 11 


ABAQUES BARYCENTRIQUES 


$ 11.1. Transformation des abaques à points 
alignés à échelles parallèles en un abaque 
barycentrique 


Considérons l’abaque à points alignés à échelles parallèles repré- 
sentatif de l'équation 
Uy + Ve = Va, (11.1) 


dans lequel l’échelle v, est équidistante des échelles v, et v, (fig. 251). 
Les équations des éléments de l’aba- 
“ÿ . que s’écrivent: 
échelle v, : 


z=0, y—=u; 


D 
échelle v, : 
nil, Jeu: 
échelle v,: 
z= 0,5, y = 0,5 vs. 


Le mode d'emploi de l'abaque 
entraîne que des points 4, Bet C 
des échelles v,, v, et v; sont alignés 
| | si leurs cotes vérifient l'équation 
Fig. 251. Schéma d'un abaque à (44,1). Par ailleurs AC — CB. Donc 
points alignés pour l'équation . ; no 
D, + v) —=.v, dans lequel l'échelle 1e Point cherché C'est situé sur un 
v4 est comprise entre les échelles même alignement que les points À 

V1 et Va et B et au milieu du segment AB. 

Cette propriété permet de remplacer 

l’abaque à échelles de la figure 251 par un abaque constitué de trois 

familles de droites parallèles, menées par les points de graduation 

des échelles, perpendiculairement à leurs supports. Cet abaque est 

représenté sur la figure 252. Les équations de ses ‘éléments s’ écri- 
vent: 

‘famille v.: 


famille v, : 
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famille v, : 
y = 0,5 v4. 


Pour déterminer la valeur de v, correspondant à des valeurs données 
de v, et v,, on considère un point arbitraire À sur la droite donnée 


7 4 


Fig. 252. Schéma d’un abaque de l'équation #, + v, = v3, obtenu en remplaçant 


dans J'abaque de la figure 251 les échelles v,, v, et v3 par les familles de droites 
parallèles v,, v, et , perpendiculaires aux supports des échelles 


O 


Fig. 253. Schéma d’un abaque de l'équation u, + u, = u3 constitué comme 
l'abaque de la figure 252 de: familles de verticales uw, 2 et us 


v,, un point arbitraire B sur v,, on trace ensuite le segment de droite 
AB et on trouve son milieu C. La cote de la droite v, passant par C 
fait connaître U3. 

Soit maintenant à résoudre en même temps que l'équation (11.1) 
l'équation similaire , RUN 


U, + Us = Us. (41.2) 


Représentons-la par un abaque du type de la figure 252, mais 
avec des familles de droites parallèles verticales v,, u, et u, (fig. 253). 
Les équations des éléments de l’abaque s’écrivent : : 
famille u,: 

DU 
17—049 
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famille u, : 
famille u;: 
TZ —= 0,5 Use 
Les abaques des figures 252 et 253 tracés dans un même système 
de coordonnées xOy donnent l’abaque de la figure 254, représentatif 
du système d'équations (11.1) et (11.2). Pour le résoudre nous allons 


procéder comme suit. Le point À étant à choisir arbitrairement sur 
les droites données u, et v,, prenons-le à leur intersection. De façon 


Fig. 254. Schéma de l’abaque du système d'équations uy + us == u3 vt vi + 
+ Vo = Vs, Obtenu par superposition des abaques des figures 252 et 253 


analogue le point B est à l’intersection des droites données uw, et v.. 
Traçons le segment AB; son milieu C fait connaître u, et v3. 

Supposons maintenant que y, Vi, Uos Ve, Us, V3 SOntides variables 
auxiliaires liées aux variables essentielles &;, @e, G3, Ga, G5 et Ge 
par les relations 


Uy = fi (Gus Œo)s Ua = fsa (Oss Gas Us = f5e (5: Ge), 
Us — Bio (Os Go), Ur = Lady Dal Vs = 56 (Ass Os). 
Le système d'équations (11.1) et (11.2) est remplacé alors par le système 


19 + fau = Î56 l 
Li2 + Lau — L56e 


L’abaque de ce système s'obtient par la mise en place des champs 
binaires (@,, æ&.), (as, ou), (as, @) dans es réseaux (u,, v,), (u,, ve) 
et (Us, V3) de l’abaque de la figure 254. En éliminant ensuite les 
réseaux attribués aux variables auxiliaires, on est conduit à l’abaque 
de la figure 255. 

Les champs («,, &,) et (a:, &,) sont dits champs extrêmes, le 
champ (a, @&) champ central. L'abaque de la figure 255 s'appelle 


(11.3) 
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abaque barycentrique. Le système d'équations (11.3)7se résout par 
la localisation du milieu du segment joignant les”points donnés 


T 

Fig. 255. Schéma d'un abaque barycentrique pour le système d'équations /12 + 
faa — fs6s Bio  Saa — B5c 

des deux champs binaires extrêmes. Les équations des éléments 

de l’abaque sont consignées dans le tableau 34. Il est commode 


Tableau 34 


Coordon- Champ extrême | Champ extrême | Champ central 
nées (Os 2) (Us, (07) (@s, Us) 


0,5 Î5e 
0,5 856 


de mettre ces équations sous la forme concise 
z | f12 | Î34 | 10,5 56 
y | 812 | 834 | 0,5 856 


L'abaque de la figure 255 peut être construit directement à l’aide 
des équations citées sans le concours des réseaux auxiliaires (u,, v.), 
(Le, U2) et (Us, Us). 


$ 11.2. Méthode de construction des abaques 
barycentriques 


Portons dans les équations des éléments de l’abaque les para- 
mètres de transformation as, a, bo, b, ds, dy, 0 et Ô,. A cet 
effet transformons identiquement le système d'équations (11.3). Mul- 
tiplions la deuxième équation par 6,, additionnons avec la première 
17% 
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et multiplions les deux membres de l'équation obtenue par u,: 
M (io + Ôx Lio) + Max Usa + dagsa) = Max Ü56 + Ôxgse)- 


Multiplions la première équation du système (11.3) par 6, ajoutons 
à la deuxième équation et multiplions par x, les deux membres de 
l'équation obtenue: 


y (Oyfie + Lio) + Ly ylsa + Las) = Uy yfse + Le). 
Ajoutons les équations obtenues aux identités 
(ao — a) + (ao + a) = 240, (bo — D) + (bo + 0) = 2. 


On est conduit de nouveau à un système de deux équations s’apparen- 
tant à la forme (11.3) 


lag — à + hs (io + Ôx &a9)l + Lao + à + hs (as + Éxgeall= 

== [245 + ha (se + Oaxgse)l, 
[bo — 0 + y (Oufio + Luo)} + bo + D + Ly (Oyfsa + Bsa)] = 

= [206 + Uy (Oufse + El. 


Les nouvelles équations des éléments de l’abaque sont définies par le 
tableau 35. 


Tableau 35 
Coordon- Champ cxtrêème Champ extrême Champ central 
nécs (;, Go) (@s, 4) Gs, À 
T Ag — 4 + . do Ta + en 40 +0, 9Ux (56 + OxE56) 
+ Ux (19 -7 Oxg1o) À Ux (/3a + Oxgsa) 
y bo —b + bo + d + do 0,9 (yfs6 + 856) 
+ Hy (Ôyf12 + 819) + My (dyf3a -L g3a) 


Pour construire l’abaque barycentrique, il faut choisir les para- 
mètres de transformation. Ecrivons tout d’abord les équations des 
éléments de l’abaque et analysons-les. Choisissons les valeurs des 
paramètres Us, My, Ôx 04 et traçons l’esquisse des champs binaires, 
chacun dans son système de coordonnées. À cet effet utilisons les 
équations du tableau 35 avec a, — db, — a — b — 0. Mettons à profit 
le choix arbitraire des paramètres a et b pour déterminer une position 
convenable de deux champs binaires quelconques, les champs extrè- 
mes par exemple. Le champ central sera mis en place par résolution 
d'un exemple numérique. Fixons ensuite un système commun de 
coordonnées et calculons les valeurs a,, b,, a et b des paramètres, 
correspondant à la disposition choisie des champs binaires et du 
système de coordonnées. Calculons ensuite définitivement et cons- 
truisons l’abaque. 
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Le mode d'emploi de l’abaque barycentrique (fig. 255) implique 
soit la bissection du segment donné lorsque le champ de résolution 
est le champ binaire central, soit le report sur une droite d’un seg- 
ment égal au segment donné lorsque le 
champ de résolution est l’un des champs 
extrêmes. 

Pour effectuer ces opérations on peut 
se servir d’un double décimètre ordinaire. 

Le compas à trois pointes est très com- 
mode (fig. 256). Les points M, N, Ket L 
figurent des articulations; MNXL cest un 
losange ; la pointe médiane du compas se 
déplace librement sur une verticale. Grâce 
à ce dispositif les points À, B et C sont 
toujours alignés et AC = CB. Ce compas fig. 256. Schéma d’un com- 
peut servir à déterminer aussi bien le pas à trois pieds pour le posi- 
point C que l’un des points À et B. Re ou ects 
… Pour positionner le point C on peut a re ligure 255, À 
également fabriquer une régle à un point et B étant donnés 
fixe et à deux échelles métriques, dont 
l'une, {", a pour module 2 m et l’autre, £”, a pour module ». Les 
abscisses du point fixe et des échelles £” et {” sont données par les 
"équations : 

point fixe: 


échelle £{”: 

x = 2m(t" + a); 
échelle £”: 

x = m(t" + a). 


m et a sont des paramètres. La figure 257 représente une règle cons- 
truite pour m—90 mm el a —35. Le mode d'emploi est le suivant. 


Fig. 257. Règle pour La détermination du point de résolution C dans l’abaque 
barycentrique de la figure 255, 4 et B étant donnés 


Appliquer la règle sur les points À et B de l’abaque de la figure 255 de 
telle sorte que le point fixe de celle-ci tombe sur le point 4. Le point B 
définit un point de cote 1* sur l’échelle {”. En face du point de l'échel- 
le &” coté £* il faut repérer le point C et y lire deux réponses. En effet, 
le mode d'emploi de la règle et les équations de ses éléments entraï- 
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nent 


AB = 2m (t* + a), 


1.0. 
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AC 


AC = 0,5 AB. 


Pour positionner le point B correspondant aux points À et C on. 
peut se servir d’un double déci- 


Fig. 258. Détermination du point de 

résolution B correspondant aux points 

À et C donnés dans l’abaque barycen- 

trique de la figure 255 à l’aide d’une 
règle et d’un compas 


mètre et d’un compas comme le 
montre la figure 258. Plaçons les 
pointes du compas aux points 


donnés À et C et appliquons la 
règle contre eux. Faisons ensuite 
pivoter le compas autour du point 


C jusqu'à ce que l’autre pointe 
coupe la ligne en B. 

Pour résoudre le même pro- 
blème il est conseillé de préparer 
une règle à deux échelles métri- 
ques et un point fixe (cf. fig. 259) 
sur laquelle on portera, à une dis- 


[Ch. 11: 


tance a du point fixe, des échelles 
métriques £’ et {” de même module mais de sens contraires. 


Exemple 72. Construisons un abaque de ce type pour la déter- 


mination de la vitesse et du niveau de l’eau dans des conduites cir- 
culaires [42]. 


l'ig. 259. Règle pour la détermination du point de résolution B correspondant 
aux points À ct C donnés dans l’abaque barycentrique de la figure 255 


Le système d'équations s'écrit 
v=CYRi, Q = «wv, (11.4) 
où les variables auxiliaires C, © et À sont données par les formules 


c= TR? Va-0,13-0,75VA(VA-0,1) | 
{ 
{ 


wo = d2[0,25 arc cos (1 — 21) — (0,9 — 1) Vn — "|, 


0,25 arc cos (1— 217) —(0,5— 1) V1 — 1° 
js DRE AO | 
arc cos (1 — 2") 


(11.5) 


LU. gr pe (Her 
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v est la vitesse en m/s; Q le débit en m°/s; à la déclivité; n le coef- 
ficient de rugosité; d le diamètre intérieur de la conduite en m; 
n le niveau d’eau dans la conduite. 

Les intervalles de variation sont: 0,010 Zn < 0,017 ; 0,05 <d< 
L 0,5 m; 0,001<LQ<O0,1 m°/s; 0,001<Li<0,1; 0,1 Lv< 
< 3 m/s; 0,2 & n << 0,8. 

Remplaçons la première formule (11.5) par la formule approchée 


C=LRV6A(n, à), 
Iè 
où 
A(n, d)=(0 254325 Vu-0,18-0,750/0,35d (Vn-0,1)-1/6 


L'erreur due à cette substitution ne dépasse pas 1 % dans les inter- 
valles donnés de variation des variables rx et d. Posons 


f (n) = 0,25 arc cos (1 — 21) — (0,5 — n) V/n— n°, 


g (n)— arc cos (1 — 21) 


Mettons le système d’équations (11.4) sous la forme 


3 
D-=555008 0 d) d?/ 


g (mn) Q— vf (n). 


Prenons le logarithme de ce système puis ramenons-le à la forme 
(11.3) 


log i,5-L log LED es — ]og [ug (n) 77], 
1 log [vf (n)]. 


Il vient 
A (n, d) d'/3 
fio=logi, fa —=1log DE , fs log [og (n)7 2/5], 
gi2=1l08Q, gu—= —log d?, 856 = log [vf (n)]. 


Sur la figure 260 est tracé l’abaque représentatif des équations du 
tableau 35 pour nu, — 25 mm, u, = 100 mm, 6, — ô, — 0, a = 
= a = 25 mm, b, = b = —180 mm. 

Soit à déterminer n et v correspondant à Q — 0,02 m/s, i — 
= 0,01, n — 0,013, d — 0,25 m. 

Traçons le segment de droite qui joint les points donnés des 
champs (Q, i) et (n, d) et déterminons son milieu. Les cotes des 
lignes n et v passant par ce milieu font connaître les réponses n — 


= 0,4; v = 1,15 m/s. La droite en pointillé figure la solution de 
cet exemple. 
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$S 11.3. Rattachement de certains cas particuliers 
d’abaques barycentriques à des abaques adaptés 
à points équidistants 


Soit à représenter les cas particuliers suivants du système (11.3) 


fie = Ja + Jus, | (11.6) 
Lio = La + Las | 
fy2 = J3, 

| £i2 = £a VE4 
fo = Ja + fa. \ 
Liz = L35- Sa 


Le trait remarquable des abaques barycentriques représentatifs de 
ces relations est d’être aussi des abaques adaptés à points équidistants. 


Fig. 261. Schéma d’un abaque barycentrique qui est en même temps adapté à 
points équidistants pour la résolution du système d'équations /,, == j, -?- 135; 
Liz = 836 + Ba 


Représentation de la forme (11.6). Mettons le système d’équa- 
tions (11.6) sous la forme (11.3) 
fa + lis = 10, | 
Last La = Lio 
et écrivons les équations de son abaque barycentrique : 


L | fa | las | 0,5 fie 


y | 836 | Fa | 0,9 819 


L'abaque est celui de la figure 261. Des équations des éléments il 
? ° 4. °° Q TA . 
s ensuit que les familles de droites parallèles &, et &«, sont perpendi- 
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culaires. En se coupant elles constituent le champ orthogonal («;, 
&a)- Soient À, B, C des points des champs binaires dont les cotes 
vérifient l’équation (11.6). Désignons par D Ile point d’intersection 
des droites &, et &«, passant respectivement par À et B. On a CA = 
— CD = CB, i.e. les points À, B et D sont situés sur un cercle de 
centre C. L’abaque obtenu est à points équidistants. Donc l’abaque 
de la figure 261 est à double emploi. On peut s’en servir comme un 
abaque barycentrique ou comme un abaque à points équidistants. 

Les équations des éléments de l’abaque après introduction des 
paramètres de transformation sont consignées dans le tableau 36 


(les paramètres 6, et Ô, sont supposés nuls pour conserver l’ortho- 
gonalité des droites &3 et 4. 


Tableau 36 


Coordon- Champ extrême Champ extrême Champ central 
nées (Œs, Ge) (G4, @s) (Xys Ga) 


dy — a+ lxfs + a + Uxfas do + 0,5 Hxfro 
bo —b +hygse bo+b+uyga bo 0,9 Hygie 


Représentation du système d’équations (11.7). Le système (11.7) 
est un cas particulier du système (11.6). Pour le représenter par un 
abaque mettons-le sous la forme (11.6) 


fa = fs +0, | 
gi2 = 0 + gr. 
Les équations de ses éléments sont: 


: | f 


0 | 0,5 fie 


y | 0 | & | 05e 


L'abaque est représenté sur la figure 262, avec son mode d'emploi. Il 
est constitué des échelles «&;, &«,, du champ (œ;, &.) ainsi que du point 
fixe ©, l'origine des coordonnées. Selon qu’on voudra positionner 
a et &, ou &; et &, on s’en servira comme d’un abaque barycentrique 
ou comme d’un abaque à points équidistants en lui adjoignant le 
point ©. Les équations des éléments de l'abaque contenant les para- 
mètres de transformation sont définies par le tableau 36 si l’on y po- 
Se as = Lae = Ù 


Représentation du système d'équations (11.8). Le système (11.8) 
est aussi un Cas particulier du système (11.6). Pour le représenter par 
un abaque réduisons-le à la forme (11.6) 


fo = 3 + far | 
L12 — Las + 0. 
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Les équations des éléments de l’abaque sont: 
ne 0 


y S35 


0 | 0,5 g19 


L’abaque est celui de la figure 263. Les équations des éléments de 
l'abaque renfermant les paramètres de transformation sont définies 
par le tableau 36 si l’on y pose 


fas = Jas Es — Bass La = (0. 
On peut se servir de l’abaque de la figure 263 comme d’un abaque 


4 


barycentrique ou comme d’un abaque à points équidistants. 


Fig. 262. Schéma d’un abaque bary- Fig. 263. Schéma d'un abaque barvy- 

ceutrique qui est en même temps adap-  centrique qui est cn même temps adap- 

té à noints équidistants pour la réso- té à points équidistants pour la réso- 

lution du système d'équations f1, =73, lution du système d’équations f;, — 
812 — 84 = fs À fa, Lie = B3s 


Exemple 73. Construisons un abaque pour la détermination de 
i et v à partir du système d'équations [42] 


Of (nd) Ve Oepde (11.9) 


où pour abréger on a posé 
f (n, ET g (d)=—0,25nd2. 


Q représente le débit en m°/s, v la vitesse en m/s, d le diamètre inté- 
rieur de la conduite en m, n le coefficient de rugosité, à la perte de 
pression par mètre courant. Les variables évoluent entre 0,01 < 
LQLO,1 m/s; 0,2 <Luv<5 m/s; 0,010 L nr << 0,020; 0,05 L 
<d<0,5 m; 0,01 < à < 100. 
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Réduisons le système d’équations (11.9) à la forme (11.8) 


— log f(n, d)= -— log Q + log Vi, 
Q 


D * 


log g (d) = log 


Les équations des éléments de l’abaque sont: 


x | — log Q Log VT — 0,5 Ing / (n, d) 
y | log © | () 0,5 Log g (d) 
J 
4 
à 
È 
U, M/S 
Î 
0,5 
0,4 
0,3 


0.0t 002 003004 005 0: 100 50 0 5 110$ 019595 OÙ 
@, ms Se ed 4 


— 
_— _— 
= ————— 


lF'ig. 264. Abaque tracé d’après le schéma 263 pour la détermination de i, v ou Q, 
v à partir du système d'équations (11.9) 


Les équations des éléments de l’abaque contenant les paramètres de 
transformation sont consignées dans le tableau 37. L’abaque de la 
figure 264 est mis en place par les équations du tableau 37 pour a, — 
— 125 mm, b, = 190 mm, nu, — 50 mm,u, — 50 mm, a — 175 mm, 
b — — 40 mm. 

Pour déterminer i et v on se servira de cet abaque comme d’un 
abaque à points équidistants. Supposons que n — 0,012; d = 0,1 m; 
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Tableau 37 


Cour- “pe A PTE 
don- CRD ENRIQUE Lchelle extréme à Chäinp central (n, d) 
nées (Q. D) 
à Ag —a—hx l0g Q ao-tatux log V à ay —0,5 x log f (n, d) 
y | buy lo © bd bo 0,5 1uy Log g (&) 


Q = 0,03 m°/s. On déduit que à — 0,24 et v — 3,8 m/s. La solution 
est figurée par l’arc de cercle pointillé sur l’abaque. 

Pour déterminer © et v on se servira de cet abaque comme d’un 
abaque barycentrique. Supposons que x — 0,012; d — 0,1 m; i — 
— 0,24. Il vient: Q — 0,03 m/s, v — 3,8 m/s. La solution est figu- 
rée par la droite en pointillé. 


$ 11.4. Abaques barycentriques pour des relations 
entre cinq variables 


En éliminant la variable &,; entre les équations du système (11.3), 
on obtient une forme à cinq variables 


fs = EF (io + Jaas Lie + £a). (11.10) 


L'abaque barycentrique représentant cette forme est celui de la figu- 
re 255 privée de la famille de lignes attribuée à la variable éliminée &ç. 
Seule la variable &; peut être de résolution. 

Pour représenter cette équation à cinq variables par un abaque 
barycentrique essayons par l'intermédiaire de variables auxiliaires 
de la ramener à La forme (11.3). Ainsi, s'agissant de la forme (11.10), 
subslituons-lui les équations 


fie + fs = M, (11.11) 
&i2 + £aa = À, (11.12) 
fs = 1 (AZ, N), (11.13) 


où A7 et V sont des variables auxiliaires. Les équations (11.11) et 
(11.12) s’apparentant à la forme (11.3) sont susceptibles d’être re- 
présentées par un abaque barycentrique à champs (æ,, @), (@3, &) 
et (M, N). Mettons en place la famille de lignes &; représentative de 
l'équation (11.13) dans le champ (M, N) considéré comme réseau 
fonctionnel puis retirons le réseau (M, N) de l’abaque. 

À signaler que le système d'équations (11.11) et (11.12) peut 
également être représenté par un abaque dans lequel le champ (M, N) 
sera extrême. Il suffit seulement de ramener le système d'équations 
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(11.11) et (11.12) à la forme (11.3) moyennant la transformation 
fa — M = — fa, | 
B—N= —gu. 

On aura intérêt à lire cet abaque avec la règle de la figure 259. 


Exemple 74. Construisons un abaque barycentrique pour la dé- 
termination de la longueur théorique de la zone de drainage incom- 
plet Z d'après la formule [42] 


a hrutk 8 7 Ts — 
L 0,78 AMLESMS 108 — — 0,78 (ms + mi) log ne eu 
kim; + ksm 41 
__4 s(mm) (AZ op =) lo re s. (11.14) 


où d est le diamètre théorique du drain en m, m, l’épaisseur de la 

couche supérieure en m, m, l'épaisseur de la couche inférieure en m, 

k, le coefficient de filtration de la couche supérieure en mètre par 

jour, k, le coefficient de filtration de la couche inférieure en mêtre 

par jour; ZL la longueur de la zone de drainage incomplet en m. 
Mettons l’équation (11.14) sous la forme 


L= mofra- (log -Ÿ5s —{), (11.15) 
où 
k:; nr; _ = l ki m 
fa fe (+ , =) =0,73(1 +2. me): 
ki mi \ _hn- mi . 4 
812 — 812 es M Los (142 2 )1 rs Te 4 
LA Ms 
/ hi __4 \ 2 
I ee m1 k { 
+1,5 ( ne —1) Een hé fi m.) 
ks | ks Ms 
Remplaçons l'équation (11.15) par le système 
LION, (11.16) 
10" = mafss, (41.17) 
N = log 27e EL (11.18) 
12 


où M et N sont des variables auxiliaires. Réduisons lesYéquations 
(11.17) et (11.18) à la forme (11.3) 


log ms + log f12 = M, 
log rs —Éu EN. | 
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Dans le tableau 38 sont consignées Ics équations des éléments de 
l’abaque, renfermant les paramètres de transformation &s, bo, Us 
n,, a et b. Les paramètres 6, et Ô, sont supposés nuls. 


Tableau 38 
Coor- : 
L Champ extrême Champ extrême . : 
ee (mes d) Gy/hée, M;/m) Champ central (M, N) 
x dy —a—+hix 108 Ms a +a-+ux log fo ag +0,90 Hxl 
8m 812 
y bo — db +hy log Er bo b—py Fe do +0,09 uyN 


Prenons les intervalles suivants de variation des variables: 
1m <l0m 01<d<Im 1<É<4 5< 4 <0, 


m 


10 & Z << 2000 m. Sur la figure 265 est tracé l’abaque mis en place 


Fig. 265. Abaque barycentrique pour le calcul de Z avec la formule (11.14) 


par les équations du tableau 38, sur ces intervalles de variation, 
pour u, = — 100 mm, up, — 100 mm, a; — a — 200 mm, b, — 
= b — 25 mm. La famille de lignes L a été mise en place dans le 
champ (M, N) par l'équation (11.16). 

Déterminons la valeur de ZL correspondant à m1, — 5 m, ”j — 
= 40 m, k, — 3m/jour, k, — {m/jour, d — 1 m. On a kj/k; = 3 et 
mulms — 8. La cote de la ligne L passant par le milieu du segment 
joignant les points donnés des champs (m,, d) et (ki/ks, m;/m.) donne 


la réponse ZL — 110 m. La solution de cet exemple est figurée par la 
droite en pointillé. 
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$ 11.9. Abaques barycentriques composés 


On appelle abaques barycentriques composés des abaques constitués 
de plusieurs abaques simples du même type. Les éléments communs 
des abaques barycentriques composés peuvent être aussi bien les 
champs extrêmes que les champs centraux. Considérons le cas le plus 
simple d’un abaque barycentrique composé représentant un système 
de deux équations de la forme 

fi2 — 56 == fa — frs, | 
ia — E55 — Ba — Es. 


(11.19) 


On distinguera deux types d’abaques barycentriques composés: 
l’abaque en chaîne et l’abaque rhomboiïdal. 


Abaque en chaîne. Mettons le système (11.19) sous la forme 
fie — fau = Î56 — 18 = ©, 
Biz — Eu = 56 — Be P, 


où « et f sont des variables auxiliaires. Décomposons les équations 
(11.20) en deux systèmes d'équations | 


fo — Jan = à, | 56 — /18 — À, | 


(11.20) 


Li9 — £a = À, £56 — Lis = P. 
Mettons ces derniers sous la forme 
fi a = fs, | —a—];8—= — À 56: 
Li2 —P = £u, — À — gs = — L5% 


el représentons-les par des abaques barycentriques. Les équations 
des éléments de ces abaques ont pour formule, dans un système 
de coordonnées commun : 


2 | Ju 


— | 0,5 /34 x | = | — frs | — 0,9 f56 
=D 


Ces équations montrent que ces abaques possèdent en commun le 
champ extrême (&, B). L’abaque est représenté sur la figure 266. 
Le champ des variables auxiliaires &« et B est tracé en pointillé. 
Pour la lecture de cet abaque on pourra se servir d’une règle à échel- 
les (fig. 259) ou d’une règle et d’un compas (cf. fig. 258). 


y | 812 0,5 g3a y | —B | — 878] 0,5 856 


Abaque rhomboïdal, Mettons le système (11.19) sous la forme 


fao + fre = Î56 + fai = Q, | 


11.21) 
Lu + Lre = L56 + Lai == D, ( = ) 
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où « et f sont des variables auxiliaires. Décomposons les équations 
(11.21) en deux systèmes 

fa2 + frs = @, | Î56 + fai = @, | 

Biz + &18 = À; 56 + £a =P, 


et représentons-les par des abaques barycentriques. Les équations 
de leurs éléments rapportés à un système de coordonnées xOy s'écri- 
vent: 


2 | fr 


y NT 


Fe 05e ; | su 10,5 a 
L 
0,5 $ y | 85e | E34 


Ces équations montrent que les abaques ont en commun le champ 
central (&œ, f) des variables auxiliaires. L’abaque est représenté 


0,58 


ET 


Fig. 266. Schéma d’un abaque barycentrique en chaîne pour le système d’équa- 
tions fie — f56 — faa — rss Lio — B58 — Lsa — 8 


sur la figure 267. Le champ des variables auxiliaires (œ, B) n’a 
pas été tracé. Voyons comment positionner le point D correspondant 
à des points donnés À, B et C dans les champs binaires (&,, &2), 
(az, Ga), (5, &). Traçons le segment CB et déterminons son milieu 
E. Joignons À et Æ par une droite sur laquelle nous reporterons 
à partir du point Æ le segment ED — AE. 

Le mode d’emploi de l’abaque entraîne que la figure ABDC est 
un parallélogramme, i.e. AB [CD et AC || BD. D'où le nom 
d'abaque rhomboïdal attribué à ce type d’abaque [12, 13]. Le paral- 
lélisme nous suggère un autre procédé de détermination du point 
D, à savoir, le point D est l'intersection de droites parallèles à AC 
et AB, passant par B et C (fig. 267). 


18—049 
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En éliminant la variable «a; entre les équations du système 
(11.19) et en inversant le signe des fonctions f,, et g,, on obtient 
l’équation à sept variables 


fa = F (fo fan + fs, La + Lau + Le). (11.22) 


Pour tracer l’abaque de cette équation, il suffit de retirer des figures 


ÿ 


Fig. 267. Schéma d'un abaque rhomboïdal pour le système d'équations fi — 
— Î56 — aa — Jiss Bio — Es55 — E3a — Si8 


266 et 267 la famille de lignes attribuée à la variable éliminée os. 
Pour représenter l’équation (11.22), réduisons-la à la forme (11.19) 
— yo — Î56 = fai — M, | 
— Li2 — L56 = £a — N, 


où M et N sont des variables auxiliaires liées à la variable &; par la 
relation 


(11.23) 


fr =F(M, N). (11.24) 


Après avoir tracé un abaque du type de la figure 266 ou 267 pour 
l'équation (11.23) on mettra en place la famille de lignes &; représen- 
tative de l'équation (11.24) dans les champs (M, NN). 


$ 11.6. Méthode de construction des abaques 
rhomboïdaux 


Ramenons l'équation donnée à la forme (11.19). Ecrivons les 
équations des éléments de l’abaque 


Î3a 


834 
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puis indépendamment l’un de l’autre traçons quatre champs binai- 
res d'équations 


Ti Mae (fi Oxgi), Yi My (Oyfi + gi), 
où i— 12, 34, 66, 78. Disposons les trois champs binaires de façon 


compacte en respectant le parallélisme des axes des abscisses. Le 
quatrième champ sera positionné à l’aide d’un exemple numérique. 


L 


| —— P= 


EE 


JA NE 


20 30 


(44 
| 7 
Fig. 268. Abaque rhomboïdal pour le calcul de «7 par la formule a; = oy + + + 


T a + Ga + Os F &e 


Exemple 75. Traçons un abaque rhomboïdal représentant la 
formule 


O7 = Qi + Do + As + Ga + Q5s + (11.25) 


entre OÔ 4, Go, gs Las O5 Ge LD; 0 Lay L 30. 
Introduisons la variable auxiliaire f 


B = y — Go + Gs — Guy ++ 5 — Ge (11.26) 
et ramenons les relations (11.25) et (11.26) à la forme (11.19) 
(— Qi — 2) — (as + Ge) = (3 + a) — or, | 
(— 1 +) — (as — 6e) = (az — ai) —$. 
Ecrivons les équations des éléments de l’abaque 
T | eu | 3 ta | As + | a 


y | — Qi + Lo 


Lg — a | Œr — | B 
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On constate que ce sont des réseaux orthogonaux. Pour conserver 
cette propriété lors d’une transformation, il faut poser Ô, — ô, — 
— 0Oetm — n. Déterminons à l’aide de (11.26) l’intervalle de varia- 
tion de la variable auxiliaire f: 


15 LB < 15. 


La figure 268 représente l’abaque construit par la méthode indiquée 
pour m — 2,0 mm. Les équations de ses éléments sont: 
champ (œy, ): 


x = 0,25 + 2,5 (—oy — @), y — 92,5 + 2,5 (—oy + œ); 
champ (as, 4): 
= 09 + 2,9 (as + 3), y = 92,5 +- 2,5 (az — &4); 
champ (aœ;, @): 
z = 2,0 (as + @), y = 47,5 + 2,5 (@s — 5); 
champ (a, f): 
z = 30 +2,59 a, y = 47,5 + 2,5 f. 


L'’abaque donne la solution de l’exemple numérique: &, = 2, & — 
= 2, as = 2, & = 4, à = 1, à — 1; réponse «7 — 12. 


CHAPITRE 12 


AUTRES TYPES D'ABAQUES 
À UN PLAN 


$ 12.1. Abaque général à points équidistants 


L'abaque général à points équidisianis de la figure 0e représente 
la relation à six variables 


(fsa — f12)° + (Saa — 812) = (56 — f12)* + (&se — &12)”. (12.1) 


Il est constitué d’un champ des centres (&,, &.) et des champs des 
intersections (@s, y), (as, &e). Les équations de ses éléments sont 
consignées dans le tableau 39. 


Tubleuu 39 
; ; ne Champ des Champ des 
CESRooe GHANA Wes|  jntecscctions intersculions 
ue (Gss a) (as, Xe) 
TZ fo f3a f56 
y 812 Êst #56 


Soit à déterminer æ&; pour des valeurs données des autres varia- 
bles. Repérons dans les champs binaires (&,, &,) et (&s, &,) les points 
À et B correspondant aux valeurs données des variables. Plaçons les 
pointes du compas en À et B. Sans en modifier l'ouverture faisons-le 
pivoter autour du point À jusqu'à son intersection € avec la ligne 
donnée &;. La cote de la ligne &, passant par le point C fait connat- 
tre œ 

Le mode d'emploi de l’abaque entraîne: 4B — AC. Donc 


(ts — ta) + (YB — YA) = (ze — ZA) + (Ye — YA}, 


où d'A et Ya TB et Yr: To et y Sont les coordonnées des points 4, B 
et C. En substituant à ces coordonnées les fonctions correspondantes 
du tableau 39, on obtient la forme canonique (12.1) qui dans la 
pratique se rencontre rarement sous sa forme complète. Son abaque 
présente le grave inconvénient de n'être pas transformable, i.e. est 
totalement inadaptable. 
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Seul peut retenir l'attention le cas particulier de (12.1), la forme 

de Cauchy à champ 
fafsa + Jo8sa + Raa = 0. (12.2) 


Elle se ramène à la forme (12.1) de la manière suivante: 
VA+02+ (00579 (7/ le — 0) + 


fau 31 
+ (ge os)" 


L'abaque est représenté sur la figure 270. On peut introduire les 


Fig. 269. Schéma d'un abaque général Fig. 270. Schéma d'un abaque 

à points équidistants pour la forme à points équidistants pour la 

Usa — f12)° Le (Baa — 12) = (56 — forme fifsa + fo8sa has = 0 
— 12 (Ss6 — £12)° 


paramètres m, n, a et b dans les équations de ses éléments en 
mettant préalablement (12.2) sous la forme 


[mn (fa — a)] fax + [ne (fa — 0d)] | ga | + mm (afa +b£s + han) = 0. 


Les équations des éléments de l’abaque sont déterminées à partir 
du tableau 40. Il est possible de transformer l’abaque par l’inter- 
médiaire des paramètres introduits. Ceux-ci doivent être choisis tels 


Tableau 40 
Coor- | Echelle des 
oi es ‘ ARS ee Champ des intersections (&s, &4) 
De — M (afaa + DEga + ha) m 34 
2 0 V nm Ga) PCR RER 
34 nm 34 
OR ET 
y 0,5 n (f2 —b) 0 — ———< 


n Î3a 


$ 12.1] ABAQUE GÉNÉRAL À POINTS ÉQUIDISTANTS 279 


que les radicaux des équations du tableau 40 soient positifs. À signa- 
ler que les abaques de ce type, représentatifs de la forme (12.2), sont 
rarement commodes à l'usage. Généralement, les abaques à points 
alignés, constitués de deux échelles rectilignes et d’un champ, sont 
bien plus souples. | 

Un cas particulier important de l’abaque général à points équi- 
distants est l’abaque adapté à points équidistants représentatif de 
la forme 


fas = sa + Js5 
examiné au $ 8.5 et au chapitre 9. 11 se ramène à la forme (12.1) de 
la manière suivante 
(f3a Ka 0,5f12)° + (T3 Es T2) —. (f35 Er. 0,5f12)° + (T3 Fin T2)” 
où 7, et T,, sont des fonctions arbitraires. 
Comme autres cas particuliers importants de l'abaque général 
à points équidistants, citons les abaques des figures 88 et 182 repré- 
sentant les formes canoniques 
w = F(u, v) (12.3) 
et 
e (&, v) = ÿ (, à). (12.4) 
Examinons tout d’abord la réduction de la forme (12.4) à la for- 
me (12.1). Considérons la fonction arbitraire ® des deux membres de 


l'équation (12.4) 
D [op (u, v)] = D [y (w, t)] 
et désignons pour abréger 
D2 — ® [p (u, v)}, Das = D Cp (w, t)]. 
Il vient 
Dis = D34- 
Mettons l'équation obtenue sous la forme 
(V Dia — Th — 0)2 + (Ti2 —0)? = (V Pau — Ta — 0)? + (Tai — 0)?, 
où Ty» et T3, sont des fonctions arbitraires des arguments corres- 
pondants. Les équations des éléments de l’abaque figurent au tableau 


M. Les fonctions ®, T,;, et T;, doivent être choisies telles que les 
radicaux du tableau 41 soient positifs. 


Tableau 41 


20 Point P intersections 
nees (u, v) 


intersections 
(w, t) 


Coordon- Champ des | Champ des 


V Dis —Tie VOTE 
T9 T'as 
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On représente de façon analogue l'équation (12.3) qui est un 
cas particulier de la forme (12.4) si l’on y pose é — const. Donc, 
les équations des éléments de l’abaque représentant la forme (12.3) 
se déduisent du tableau 41 par substitution de D [F (u, v)]l, ® (w) 
et Ta à Die, Das et T'as | 


$ 12.2, Abaque général au compas 


L’abaque général au compas de la figure 271 représente la relation 
à huit variables 


(aa — 10) + (834 — Lao) = re — 56) —-(Lr8 — Ls6)”. (12.5) 


Les équations de ses éléments sont consignées dans le tableau 42. 


Tableau 42 
Coordon- Champ Champ Champ Champ 
necs (1, o) (Gs, Ua) (5. a) (G, Ua) 
T f12 Î3a 56 fre 
y £12 F3a 856 578 


Soit à déterminer la valeur &; correspondant aux valeurs données 
des autres variables. Repérons dans les champs binaires les points 
À, Bet C correspondant aux valeurs données des variables. Mesurons 

AB au compas, puis sans modi- 
Ÿ fier l’ouverture plaçons une poin- 
te en C et l’autre sur la ligne 
au point D. La cote de la ligne œ 
passant par le point D fait con- 
naître y. 

Le mode d'emploi de l’abaque 
entraîne AB = CD. Donc 


(Ge — La) + (Us — YA) = 
= (tn — Le) + (Yo — Yc}; 


OÙ T'A3 Ua T Br Y B3 Los Yo: T np: YD 
sont les coordonnées respectives 


Fig. 271. Schéma d’un abaque géné- 

ral au compas pour la forme (f34 — 

— 19)? + (83a — 812) = (as — 56) + 
+ (Br8 — 856) 


des points À,B, Cet D. En por- 
tant dans cette formule les expres- 
sions des coordonnées empruntées 
au tableau 42 on obtient la forme 
canonique (12.5). 


La forme canonique (12.5) se présente rarement dans les applica- 
tions. Son abaque possède l'inconvénient sérieux de ne permettre 


aucune transformation. 


- 
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Un cas particulier important de l’abaque au compas général est 
l’'abaque au compas adapté représentant la forme fie + fs = fas + 
+ fase , étudié plus haut ($ 8.6 et chapitre 10). Elle se ramène à la 
forme (12.5) de la manière sui- 
vante : 


(—f;3 — f12)° à (Ti — 1) D 
= (—fag — fa5)? ni S (Ta en 1 
où 7, et T', sont des fonctions 
arbitraires. 


$ 12.3. Abaque à index 
parallèle 


L'abaque général à index 
parallèle de la figure 272 re- 
présente la relation à huit va- 
riables 


Fig. 272. Schéma d’un abaque à index 


fau fs __ Pis — se (12.6) Parallèle pour la forme mie 

634 — Bi2 878 — 856 es So 
_ Ja 6 

Les équations de ses éléments 7 Bis — Es 


sont données dans le tableau 48. 

Soit à déterminer «; pour des valeurs données des autres varia- 
bles. Positionnons les points 4, B et C correspondant aux valeurs 
données des variables dans les champs binaires. Menons par le 
point C une droite parallèle à AB jusqu’à son intersection D avec la 
ligne donnée «3. La cote de la ligne «4 passant par D fait connaître 
la réponse. 


Tableau 43 


. Champ Champ Champ Chamy}i 

Coordonnées (&y, Ge) (@s, @3) (Gs, Ua) (G, Ge) 
fie Î3a Îs6 ILE 
£12 34 856 878 


Le parallélisme des droites AB et CD entraîne 


TB—TA _ Ip—2c 

UB—YA YD —Uc 

OÙ Las Yar Tps Um Tor Uor Tps Y D Sont les coordonnées des points 
À, B, C'et D. En remplaçant dans cette équation les coordonnées 


par leurs expressions du tableau 43, on obtient la forme canoni- 
que (12.6). 


3 
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Dans l'équation (12.6), on peut introduire identiquement toute 
une série de paramètres sans en modifier le type. En effet, 


Lbo—+ Uy (Oufaa + 832)1 — [bo + Uy (ôyf12 + 812)] 
[a+ a+ pbs (f18+ Oxgrg)] [20 +2 + Az (fs6 + Ôx£56)] 
Lo6—+ buy Oyfrs + 878)] —1do + d + My (Ôyfse + 856) 


On vérifie que cette équation s'apparente à l'équation initiale. Les 


nouvelles équations des éléments de l’abaque sont consignées dans 
le tableau 44. 


Tableau 44 
PS Champ Champ Champ Champ 
nées (&;, Da) (Ga, La) (&s, Xe) (Xz, 3) 


4 ag + Ux (fio + | do + Ux (aa + Lo + a-t+ Alix X ao +a+AUx X 


+ Ôxg12) + dx£34) X (56 -+ Ôxg5e) X (f18 + Oxgi8) 
ÿ | bo + by (Oyfio-t| dot y (Oyfaa-F| do +b+Auy X bo +b + Any X 
+ 819) + L34) X (dyf5e + 850) X (Ôyfre-t- 878) 


Pour construire l’abaque il faut faire choix des paramètres intro- 
duits. Ecrivons tout d’abord les équations des éléments de l’abaque 
(tableau 43) et analysons-les. Choisissons ensuite les paramètres 
u- et ny et mettons en place les champs. Voyons ensuite s’il y a lieu 
d'introduire le paramètre À et les paramètres de translation 6, et 6. 
Le paramètre À permet de modifier simultanément les dimensions 
des champs (a;, &) et (ay, 3). Déterminons en dernier ressort les 
paramètres &s, b9, a et b. Les paramètres a et b permettent de dépla- 
cer les champs (a;, «) et (a7, &3) par rapport aux champs (@,, @&,) 
et (cs, &4). Si l’abaque est mis en place dans un système de coordon- 
nées obliques, les équations de ses éléments se simplifient, puisque 
l'on peut poser 6, = 6, — 0. Dans ce cas la projection de l’abaque 
implique un choix approprié de l’angle des coordonnées. 

Mettons en évidence les formes canoniques suivantes 


= hr 2.7 

fie 83a — E12 (0) 

falsu + Lau = Jafss + 56 (12.8) 

fi — fa fs — fi, (12.9) 
ROLE 

Mn 7 (12.10) 


Les équations du type (12.6) correspondant aux formes (12.7) 
à (12.10) sont représentées dans le tableau 45. 
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Tableau 45 


Forme Equation du type (12.6) 
(12.7) f3a — Jo ne, O— fol 56 
83a— 812 O— Ts | 
(Tsç est une fonction arbitraire) 
(12 8) Raalfga—(—f1) _ &s6/Î56 —(— }2) 
1/f3a — Ù 1/56 — 0 
fi— fo _ la — fa 
(259) 1—0 1—0 
f1 —0 _ fa —0 
12.10 = 
) Us, 0 


Au $ 8.6 nous avons établi que l’abaque au compas de la relation 


fie + f13 _— fas qu fac 


pouvait être utilisé comme un abaque à index parallèle. Cette rela- 
tion se réduit à la forme (12.6) de la manière suivante 


fie las. Cha) = he) 


Pie 0 Rise à 
où 7’, et 7, sont des fonctions arbitraires. 

Une transformation projective, par exemple une homologic, fait 
correspondre à l’abaque général à index parallèle un abaque à points 
alignés composé, constitué d’une échelle muette et de quatre champs 
binaires liés par un double alignement. On peut tracer immédiatement 
cet abaque en dissociant l’équation (12.6) en deux équations du ty- 
pe (6.26) par l'intermédiaire d’une variable auxiliaire «: 


= faa — fre _ Î18 — Î56 
ÿ3u — 812 ? 878 — 856 

Donc l’équation (12.6) (de même que ses cas particuliers, les for- 
mes (12.7) à (12.10)) peut toujours être représentée par un abaque 
à points alignés composé. Dans la plupart des cas il sera plus sou- 
ple qu’un abaque à index parallèle. L'usage de l’abaque à index paral- 
lèle est à recommander lorsque ses champs binaires ou ses échelles 
possèdent une structure plus simple que dans l’abaque à points 
alignés. 


$ 12.4. Abaque à index en équerre 


Faisons pivoter de 90° dans le sens des aiguilles d’une montre la 
région de la figure 272 qui contient les champs binaires (@;, ®s) 
et (a;, &3). Les droites résolvantes AB et CD seront alors perpendi- 
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culaires. On obtient un abaque à index en équerre. Pour s'en servir 
il faut disposer d'un transparent portant deux droites perpendiculai- 
res. L’abaque est tracé sur la figure 273. Il représente la même rela- 
tion (12.6) que l’abaque à index 
parallèle. 

Soit à déterminer une valeur 
&g Correspondant à des valeurs 
données des autres variables. Ap- 
pliquons le transparent sur le 
fond de telle sorte que les points 
A et B soient situés sur une per- 
pendiculaire et le point C sur l’au- 
tre. La ligne @&;, passant par le 
point d’intersection D de la deu- 
xième droite perpendiculaire avec 
Fig. 273. Schéma d’un abaque à index la ligne @&; fait connaître @s. 


en équerre pour la forme safe | Les LAUA OS des éléments de 
Babe l’abaque sont déterminées par le 

_ 8 — 56 tableau 44 si dans les équations 

88 — B5o des champs (@;, &5) et (@7, «y) on 


substitue y à zet —zx à y. Si par 
ailleurs on pose dx = Ôy = do — b9=0; —b=a et a— b, les équa- 
tions des éléments de l’abaque prennent une forme plus remarqua- 
ble. Elles sont consignées dans le tableau 46. 


Tableau 46 
Coordon- Champ Champ Champ Champ 
nées (Gi, Lo) (Gs, Ka) (@s, a) (G>, &s) 
4 Haxfio Mxfaa a— AU yE56 a— AU 78 
y Mygiz Hy£3a bD+AUx/56 b+pxfrs 
| 


Les abaques à index en équerre sont susceptibles de représenter 
également les cas particuliers de la forme (12.6), à savoir les rela- 
tions (12.7) à (12.10). | 


$ 12.5. Abaques composés 


Les abaques composés s’obtiennent par superposition d’abaques 
simples du même type ou de type différent de telle sorte que leurs 
éléments communs viennent en coïncidence. On peut ainsi réaliser 
la superposition d’abaques à entrecroisement, à points alignés et 
à points équidistants, au compas, à index en équerre, à index paral- 
lèle, barycentriques et rhomboïdaux. Considérons quelques exemples 
remarquables d’abaques composés de divers types. 
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Abaques à points alignés et barycentrique. Supposons que la pro- 
posée puisse être décomposée par l'intermédiaire des variables auxi- 
liaires M et N en trois équations de la forme 

fie + M = fa, | 
guo+N=£s, | (12.11) 
f56 — M —— f18— M 
856 —N ga —N 
Les deux premières équations se représentent par un abaque barycen- 


trique, la dernière par un abaque à points alignés. Les équations des 
éléments de ces abaques s’écrivent respectivement : 


c | fn 


M | 0,5 Î3a T | M | 56 | ÎT8 


y | us | N | 0,5 gaa y | N | £56 878 


Les équations des champs binaires (M, N) sont les mêmes dans les 
deux abaques. On pourra donc superposer les champs (7, N). Ce 


ÿ 


ê) 


Fig. 274. Schéma d’un abaque composé pour l'équation 56 fat he 


ÿ56 — La + Li2 
= 38 — f3a tr fo 
Lr8 — Laa F Lao 


faisant on obtient l’abaque composé de la figure 274 d’où l’on pourra 
retirer le champ binaire (M, N). L’élimination des variables M et N 
entre les équations du système (12.11) donne la relation à huit varia- 


bles 


Î56 — J38 + f19 - Î18— fau fie (12.12) 
L56— Lau À £1e 878 —Bsu FE ? | 


représentée par l’abaque composé de la figure 274. 
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Soit à déterminer æ&;. Repérons dans les champs binaires de l’aba- 
que les points À, B et C correspondant aux valeurs données des 


æ 


fe — Î5e — 34 + fro = 


Fig. 275. Schéma d'un abaque composé pour l'équation 
Bi8 — E56 —Esa + B12 


_ os 10 — 56 — faa The 
Lo, 10— 856 — La + Bio 


variables. La droite qui passe par Cet le symétrique de À par rap- 
port à B coupe la ligne donnée «&; en D. La cote de la ligne «3 passant 
par D fait connaître os. 


Abaques à points alignés et rhomhoïdal. Supposons que la pro- 
posée puisse être décomposée par l’intermédiaire des variables auxi- 
liaires 7 et N en un système de trois équations 


ao — Î56 = fai — M, 


Li2 — L56 — La — N, (12.13) 

f18— M __ fo. 10 — M 

g8 —N 89, 10 —N 
Les deux premières équations se représentent par un abaque rhomboi- 
dal, la troisième par un abaque à points alignés, tels que leurs champs 
(M, N) soient identiques. La superposition de ces deux abaques 
donne l’abaque composé de la figure 275. Le champ binaire (M, N) 
peut être retiré. L’élimination de M et N entre les équations du sys- 
tème (12.13) donne la relation à dix variables 


856 fontfe fosse ise fa tie — 
878 — 856 — 834 + Bio 89, 10 — Es — Lau + L12 ? 


représentée par l’abaque composé de la figure 275. 
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Abaques à points alignés et à points équidistants. Supposons 
que la proposée puisse être, par l'intermédiaire de la variable auxi- 
liaire &«, dissociée en deux équations de la forme 


= fs +0, | 
a — frf56 + L56e 


La première équation se représente par un abaque à points équidis- 
tants, la seconde par un abaque : 

à points alignés tels qu'ils aient 4; 
l'échelle « en commun. L’abaque Y 
est représenté sur la figure 276. \ 
[n’est pas obligatoire de graduer : 
l'échelle attribuée à la variable 


(12.15) 


24) 1 


auxiliaire æ&. L’élimination de & / 
entre les équations du système + 
(12.15) donne l’équation à six va- Fée SR 
riables 


fie = fa + false + Ls6s (12.16) 


représentée par l’abaque composé 

6 _ AE 64 à (6.00 . sr Fig. 276. Schéma d'un abaquecompo- 
Le OUR A _. s sé pour l'équation fre = faut false + 

ceptibles d’être représentées par gs 

des abaques composés à points 

alignés et à points équidistants si l’on convient que l’abaque de 

la figure 88 est un abaque simple à points équidistants. 


Abaques à points alignés et au compas. Supposons que la pro- 
posée puisse être, par l'intermédiaire de la variable auxiliaire «@, 
décomposée en deux équations 


io Ffis=fi+a, | 
a = f5f 67 + Lor. 


La première équation se représente par un abaque au compas, la 
deuxième par un abaque à points alignés, tels qu'ils aient l’échelle & 
en commun. On obtient ainsi l’abaque composé de la figure 277. 
I n’est pas obligatoire de graduer l’échelle &. L'élimination de « 
entre les équations du système (12.17) donne la relation à sept varia- 
bles 


(12.17) 


fie + as = fa + fer + Son (12.18) 


représentée par l’abaque composé de la figure 277. Les abaques de ce 
type portent le nom d’abaques à points alignés corrigés au compas. 


Abaques à points équidistants et au compas. Supposons que la pro- 
posée puisse être décomposée par l’intermédiaire de la variable auxi- 
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liaire &« en deux équations 
fo=fu tra | 
12.19 
@ + 35 — er + Jes J | 


représentables respectivement par un abaque à points équidistants 
et un abaque au compas, ayant les champs binaires (&3, &) en com- 


C4 
A? 
ni 5 
KT TT 
0 F7 
&7 
« 


Fig. 277. Schéma d’un abaque composé pour l'équation fio + fis = fa + fsfor + 
+ Le 


Fig. 278. Schéma d’un abaque composé pour l'équation fo = f3a — as + for + 


F J68 


mun. L'assemblage des deux abaques donne l’abaque composé de Îs 
figure 278. Il est possible de retirer la famille de lignes «. L’élimina- 
tion de & entre les équations du système (12.19) nous conduit à l’équa- 
tion à huit variables 

f12 = fa — fas + Îer an fes: (12.20) 
représentée par l’abaque composé de la figure 278. 


CHAPITRE 13 


ABAQUES À TRANSPARENT 


$ 13.1. Abaque à transparent général 


Dans les chapitres précédents on a examiné au passage certains 
cas particuliers d’abaques aux éléments gradués, situés sur deux 
plans, tels les abaques des figures 41, 44, 215 et 217. 

L'abaque le plus général sur deux plans est celui de la figure 279. 
Le fond (fig. 279, a) comprend n champs. Le transparent en contient 
autant (fig. 279, b). L'’abaque représente le système d’équations 


Joh-1, 2h — Jon-1ton, 2k+an COS P — Lon-iton, 2k+2n SIN p+a, 


(13.4) 


S2h-1, 2k — foh-1+2n, 2h+2n SN P + Lon-142n, 2h+2n COS P + b, 
LH l, 2h 


où a, bet o sont des variables auxiliaires. 
Dans le fond rapporté à un système de coordonnées xOy et dans le 


x 


transparent rapporté à un système de coordonnées x'O'y', les équa- 
tions des champs s’écrivent : 


champ (œon-1 on): 


Zn = Îar-1, 2h Uh = S2hk-1, 2h (13.2) 
El 2e 


champ (aox-itons or+on) : 


Th+n — fon-i+2n, 2h+2nr UWh+tn = £S2h-1+9n, 2h+9n; (13.3) 
het 2 ss ns 


Le mode d'emploi de l’abaque est le suivant (cf. fig. 280). Soient 
donnés a, b, @ et toutes les variables dans les champs du fond. On 
demande les valeurs des variables impliquées dans les champs binai- 
res du transparent. Repérons les points donnés M} (k — 1,2,...,n) 
dans les champs du fond. Appliquons le transparent sur le fond de 
telle sorte que l’origine des coordonnées O0” du transparent coïncide 
avec le point du fond de coordonnées a et b et que les axes O'x" et Ox 
fassent un angle ©. Les points M}, (k — 1, 2, ..., n) viennent en 
coïncidence avec les points Min (k = 1, 2,..., n) des champs du 


19—049 
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Fig. 279. Schéma d'un abaque à transparent général sur deux plans pour le 
système d'équations (13.1) (ainsi que pour les systèmes d'équations (13.12), 
(13.21) et (13.26)): a) fond ; b) transparent 


Fig. 280. Schéma d'application du transparent sur le fond dans l’abaque de la 
figure 279 lorsque sont données les variables a, b et @: a) fond ; b) transparent 
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transparent en lesquels on lit 2n réponses. Donc l’abaque résout un 
système de 2n équations à 4n + 3 variables. 

Le mode d'emploi de l’abaque entraîne que les coordonnées z4 et 
yr d’un point MW, sont liées aux coordonnées 1,1, et yr:, d'un point. 
Myin par les formules de transformation 


Tn == Th+n COS P — Yhrn Sin EP +a, 
Ur = Thin SIN P + Yr+n COS P +, 
IEEE RL 1 


En portant dans ces formules les expressions (13.2) et (13.3) des 
coordonnées on obtient la forme canonique (13.1). 

Si l’on élimine les variables auxiliaires a, b et ®, l’abaque résou- 
dra un système de 27 —3 équations à 47 variables. 

Pour écrire les clefs des abaques à transparent, on utilise le 
symbole du contact simple |—| qui exprime la coïncidence d’un point 
d'un plan avec une ligne d’un autre, le symbole du contact double | =| 
qui exprime la coïncidence de deux points. Ces contacts sont dits 
ponctuels ou d'ordre zéro. Par ailleurs on se sert du symbole du con- 
tact tangentiel | — | ou contact d'ordre un exprimant la tangence de 
deux lignes. 


La clef de l’abaque à transparent utilisant le contact double 
s'écrit 


My =] Mnyx OÙ (ont, Oon)| = |(%on-1+9n, Donton), 


où k — 1, 2,..., n. Les méthodes de résolution de divers problèmes 
résultent de cette clef. 


Exemple 76. Etant données toutes les variables attribuées aux 
champs du fond et les variables œiyon, Goton €t Gstons On demande les 
variables restantes. 

Repérons dans les champs binaires les points y, (k—1,2,...,n) 
et appliquons le transparent sur le fond de sorte à réaliser les contacts 


nn — | Miin; M;| —= |Xgton: 
Les points 47; positionnent alors les points Ain, k —2,3,... nr 
en lesquels on lit la réponse. 


Exemple 77. Etant données toutes les variables attribuées aux 
champs du fond et les variables iron, Ggton Ct Gston, On demande 
les autres variables. 

Repérons dans les champs binaireslespoints A7, (k—1,2,...,n). 
Appliquons le transparent sur le fond de sorte à réaliser les contacts 


Mi] —|Gitons Mol —[@sron, M3] — [Aston 


Les points 47, positionnent les points de résolution 7,4, (k — 
— À, 2, à te 03 n). 


t- 
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Pour déduire la forme canonique du système d’équations repré- 
senté par l’abaque de la figure 279, il faut éliminer les variables 
auxiliaires a, b et p entre les équations du système (13.1). 

Considérons une autre méthode de déduction de cette forme. 
Relions par des droites les points A7, et A:}, respectivement aux 
points NW, et Min, où k = 2, 3,...,n. On obtient nr — 1 segments 
égaux 

MM = MiinM tn. 


Joignons les points 7, et M:,, par des droites respectivement aux 
points M7, et Min, où k =: 3, 4,...,n. On obtient 7 — 2 segments 
égaux 

MoM h = M oinMhine 


Les équations de ces segments s’écrivent 


(Zn — 21)? + (Yn — ya) = (Then — Lin)? + (Yhin —Yirn)?, (13.4) 
K= 2 esse 


(Zn — Le)? + (Un — Yo)? = (Tagn — Lo4n)? + (Yrin —Y2+n)2, (13.5) 
RS 


En portant dans les équations (13.4) et (13.5) les expressions (13.2) 
et (13.3) des coordonnées, on obtient le système d'équations cherché 


(fon, 2R f12)° na (&on-1, 2h 8 12)? . (fon-itan, 2hR+9on 


D fiton, 2+2n)? nu (Soh-1ton, 2h+on — £iton, ten)? (13.0) 
ARS PRE LE 
(Jon-1. 2kR Ja)? + (Sen1, DR. £a)? + (fon-1ton, 2R+2Qn 


EN, fatan, ii5n)? + (Son-1+2n, 2k+9n — £3+an, utan)?; (13.7) 
RS: 4 as: 


Si dans l’abaque à transparent général, outre la coïncidence des 
points du fond et du transparent, on exige encore la tangence des 
lignes correspondantes en ces points, on obtient un abaque à contacts 
ponctuels et à contacts tangentiels. Cet abaque représentera le 
système d'équations composé des équations (13.6) et (13.7) et des 
équations qui traduisent les conditions de tangence des diverses 
lignes. L’abaque à transparent général présentera des contacts tan- 
gentiels dans le cas où les équations (13.6) et (13.7) possèdent des 
extrémums. 

L’abaque à transparent général est très suggestif. Toute position 
du transparent sur le fond donne une vision d’ensemble des solutions 
du système. En faisant glisser le transparent on peut se faire une 
idée des variations des solutions du système et en étudier les extré- 
mums si ceux-ci existent. 
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* 


Le défaut de l’abaque à transparent général cst la spécificité du 
système d'équations représenté et l’impossibilité de lui faire subir 
des transformations. 


} 


$ 13.2. Cas particuliers de l’abaque 
à transparent général 


Les cas particuliers de l’abaque à transparent général sont le 
résultat d’une dégénérescence des champs binaires, d’une variation 
de leur nombre ou d’une égalisation à zéro de certains des paramè- 
tres a, b et «. 


Dégénérescence des champs binaires. La dégénérescence est le fait 
de champs isolés ou de groupes de champs. 

Un champ dégénère: 

1) en une échelle si l’une des variables du champ est fixée ; 

2) en un point si les deux variables du champ sont fixées ; 

9) en une famille de lignes si l’une des variables du champ est 
éliminée ; 

4) en une ligne constante si la variable définissant l'échelle est. 
éliminée ou si la variable est fixée dans la famille de lignes. 

La dégénérescence d’un groupe de champs binaires est susceptible 
de se traduire par la répétition d’une même variable. On distinguera 
les cas suivants: 

1) la variable qui se répète est attribuéc à des familles de lisnes 
différentes dans les divers champs; 

2) la variable qui se répète est attribuée dans tous les champs 
à une même famille de lignes; 

3) la variable qui se répète est attribuée à une famille de droites 
parallèles ou de cercles concentriques ; 

4) la variable qui se répète est attribuée à une famille de lignes 
constante, i.e. n'est pas cotée, par exemple, est une famille de droites 
parallèles ; 

9) la variable qui se répète est attribuée à une famille de lignes 
qui dégénère en une ligne constante, par exemple, en une droite. 

Dans le dernier cas, lorsque les champs du transparent dégénèrent 
en une droite constante présentant un contact avec les champs du 
Tond, on obtient un abaque à points alignés général pour le système 
d'équations (3.11). Donc l’abaque à points alignés peut être considéré 
comme le cas le plus simple d'un abaque à transparent général, 

Variation du nombre de champs binaires. Considérons les cas 
suivants : 

1. Supposons 7 — 1 dans les équations (13.1). On obtient le 
système d'équations 

fi2 = fax COS P — gay Sin p + a, | 


Lio = Jan SiN P + La COS p + D. (15.8) 
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On admettra que a, bet @ sont des variables indépendantes. L’abaque 
représentant le système d'équations (13.8) est tracé sur la figure 281. 
Cet abaque et ses cas particuliers sont utilisés pour la détermination 
des paramètres de formules empi- 
riques, dans les problèmes d’inter- 
polation ou d’approximation 
d'une fonction par une autre 
129, 71]. 

2. Posons 7 -=2 dans les équa- 
Lions (13.6). On obtient la forme 
(aa — f1o) + (sa — Lio) = 
= (frs — f56)* + (Lis — Li). 

(13.9) 
L’abaque de la forme (13.9) est 
représenté sur la figure 282. La 
Fig. 281. Schéma d'un abaque à trans- clef est: 


parent à résolution totale pour le sys- (a )l= ) 
tème d'équations (13.8): a) fond; b) Gi, Mr)| = 1(Xs, Ge), 


transparent (cs, Ga) | — | (ar, &e). 


Si l’on met en place tous les champs de cet abaque sur un même 
plan, on obtient l’abaque au compas général de la figure 271. 


a) 1) 
Fig. 282. Schéma d'un abaque à transparent pour l'équation (13.9) (ainsi que 
pour les systèmes (13.13) et (13.28)): «) fond ; b) transparent 

3. Faisons n — 3 dans les équations (13.6) et (13.7). On obtient 
la forme 
(su — fa)? + (Bac — S12)? = (fo, 10 — frs)? + (Lo, 10 — 78)”, 
(P55 — 10)? + (L56 — Lao)? = (fau, 12 — 18)? (B14, 12 — 8)”, (13.10) 
(55 — aa)? + (L56 — Lau)? = (f14, 12 — Po, 10)° -+ (L11, 12 — By, 10)°. 
L'abaque correspondant est celui de la figure 283. La clef est: 


(œ G2) | D | (72 8); (3, Ga) | = | (œ, 0): (as, Go) | =. | C2rE A2). 
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L'élimination entre les équations du système (13.10) de deux varia- 
bles quelconques impliquées dans divers champs binaires (par exem- 
ple, 109 et &:12) nous conduit à une relation à dix variables, qu'il est 


Fig. 283. Schéma d’un abaque à transparent pour le système d'équations (13.10) 
(ainsi que pour le système d'équations (43.30)): a) fond; b) transparent 


impossible d’expliciter. L'abaque correspondant est celui de la figu- 
re 283 si l'on y retire les familles de lignes attribuées aux variables 
éliminées. La clef est: 


(@:, Go) | un | (a, &s), (3, Ga) | — | Œo; (@s, 7) | — | 11: 


4. Posons nr — 4 dans les équations (13.6) et (13.7). On obtient la 
forme 


(fgu — fo)? + (Las — Lio)? = (far, 12 — 0, 10)? + 
+ (Li, 12 — Lo, 10)°, 
(f56 — f 12)? + (S56 — L12)? = (13, 18 — fo, 10)? + 
+ (Lis, 14 — Lo, 10), 
(f18 — 12)? + (Sr8 — L12)° = (f15, 16 — Jo, 10)? + 
+ (S15, 16 — Lo, 10)°; 
(f56 — fau)? + (856 — Lau)? = (fa, 14 — Ja4, 12)? + 
+ (813, 18 — Si, 12)°, 
(frs — fa)? + (gris — Lau)? = (145, 16 — fau, 12)2 + 
+ (15, 46 — L44, 12)? 
L'abaque est celui de la figure 284. La clef est : 


t (148.11) 
] 


(3, Go) | Sn | (ao, 0); (3, 07) | — | (O1: Œe); 
(a, Ge) | = | (C3, Qa) (cr; sg) | ca | (CAES C6): 


L'élimination entre les équations du système (13.11) de quatre varia- 
bles à raison d’une par champ du transparent (par exemple, œ0, 
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Ces Las Ge), nous Conduit à une relation à douze variables. C’est'Ila 
dépendance la plus générale qui soit représentable par un abaque 
à transparent, sans répétition de variables, avec une seule applica-. 


Fig. 284. Schéma d un abaque à transparent pour le système d'équations (13.11): 
a) fond ; b) transparent ne 
4 
tion. On ne peut pas l’expliciter. L'abaque est celui de la figure 284 si 
l’on y retire les familles de lignes attribuées aux variables SnRee 
La clef est: 


Css a] asiE (os Ge) |—1 1j «4 
(cs, Ce) | — | Œ13 (7, a) | — | Œig. : i 


Comme exemple d’abaque de ce type citons l’abaque à oise 
rent en équerre de la figure 273. e. 


Egalité à zéro des paramètres a, b et q. Les paramètres a, b et 
œ caractérisent le degré de liberté du déplacement du transparent s sur 
le fond. On distinguera les cas suivants: 

4. a —b —  —#0. Le transparent est fixe, i.e. possède zéro 
degré de liberté. | . 

2. a 0, b — 0, ® = 0. Le transparent possède un degré de liber- 
té: une translation sur l’axe Oz. 

3. a —0, bZÆO0, p = 0. Le transparent possède un degré de 
liberté se traduisant par une translation sur l'axe Oy. 

4, a —0, b —0, @—#0. Le transparent possède un degré . 
liberté se traduisant par une rotation autour des points confondus 
O et ©”. 

5 a 0, b 0, p = 0. Le transparent possède deux degrés de 
liberté: deux translations. Le transparent est orienté. Cette transla- 
tion conserve le parallélisme à la direction choisie. 

6. a 0, b —0, = 0. Le transparent possède deux ei : 
liberté: une tradslation sur Ox et une rotation. D. 
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7, a =0, bZÆ0, p 0. Le transparent possède deux degrés de 


| Éiports : ‘une translation sur Oy et une rotation. 


Seuls les cas d’abaques à un degré de liberté du déplacement du 


: transparent et d’abaques à transparent orienté présentent de l’inté- 
: rêt dans les applications pratiques. 


à $ 13.3. Abaques à un degré de liberté 


iQ du déplacement du transparent 


Abaque à une translation du transparent. Arrêtons-nous sur 


Je cas où b — 0 et @ — 0. La forme (13.1) 5 "écrit 


Î 2k—-1, 2h — Î Oh—1+2n, 2£hk+2n + 4, 
S2h-1, 2h —= £2h-1+2n, 2k+2n) (13.12) 


… k=1, 2, 
« L abaque est celui de la figure 279. La coïncidence des axes Ox et 


RER 


: 0'x’ sera désignée par le symbole du contact double. La clef s'écrit 


: alors 


op 
l les 


RCE: 


. Oxl = |O'x", (ons, Gon)| = |(Gon-itons Gonton),  K—=1, 2, 


Dans la suite on se limitera à l'examen du cas n — 2. Le système 


: d'équations (13.12) s’écrit alors 


fie = 56 + a. fa = frs + a, | 
L12 = 856) Eau = 18. 


‘ En éliminant le paramètre a entre les équations de ce système om 


obtient 

io — 156 = fai — fre; 
812 = 856: (13.13) 
Bai = £78- 


: Les équations des éléments de l’abaque se déduisent des formules (13.2} 
et (13.3) pour n = 2. Il est commode de les consigner dans le ta- 
bleau 47. L’abaque est celui de la figure 282. La clef est : 


Ox| == (OL (, Go)| = [(@s, GG); (ass œ)| de | Co, 7)E 
Tableau 47 


Transparent 


Cham Cham 
Coordonnées es RS Coordonnées (&s, . (&, Ga), 


fie | fse Îre 
Bi2 856 88 
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deux dernières équations du eme 45 13) sous la forme 


Q (812) = Q (gs); (13. 1 | : 


Ti(g12) = T (g56), (13.15) À 
P (g33) = P (878); (13.16): 
R (834) = R (gr), (13.17 : 


où Q, T, Pet R sont des fonctions arbitraires. Eu égard à la première | 
équation du système (13.13) et aux équations (13.14) et (13. 17), 


il vient 


fo + Q (g12)l — Lfce + Q (gss)l = Lfsa + À (&3a)] — Us + R (rl. : 


Ramenons les équations (13.18), (13.15) et (13.16) à la forme 
{ao + Lx 12 + Q (g12)1} — {ac + bi [fs + Q (g56)]} = 


(43.18). 


= {to+a+xlfu +R (gs)]} —{a La + pe Le (en) 


bo + UT (12) = Do + MT (£5s), 
Do + UP (ga) = Bb, + uyP (818); 


OÙ Gp, Œs As Op Vgr Mxs Uy et Hu sont des paramètres de transforma- 
tion. Les équations obtenues s’apparentent de nouveau au système 
(13. 15). Les nouvelles équations des éléments de l’abaque sont con: 


signées dans le tableau 48. 


Tableau 48 

COOO Champ (œ;, @:) | Champ (@s, Ga) 

T do + Ux [fie + Q (g1:)] ag Fa + Ux [aa + À (8s4)] 

y bo+UyT (812) bot UP (834) 

Transparent 

Coordon- |. 

nées Champ (&;:5, Os) Champ (&;, as) 

z' ag + Uz [f56 + © (g56)] ag--a+lx (78 +R (873) 

t , , n” { 
y bo + UT (856) bot UP (875) 1 


En éliminant les variables &, et «; entre les équations du systè- 
ime. (13.13) et en désignant «, par a«;, on obtient la forme à six 
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variables | 
du fi FF (g15 Qs) = faa F Fe (Saa Ce) (13.19) 
‘dont l’abaque est représenté sur la figure 285. La clef est : 
: Ox| =10'x", (as, Go)|—Ias (ss %a)l —|e: 
La relation 
fie + is = fa + fac (13.20) 


-est un Cas particulier de la forme (13.19). Elle s'apparente à la rela- 
“tion (8.25) 


fie LU f13 = Ja5 na fa6 


qui a été représentée par une autre méthode par un abaque du type de 
: la figure 217 (cf. $ 8.6). | 

_ Dans le but de tracer les abaques des relations (13.19) et (13.20) 
.ramenons-les à la forme du système (13.13) par l’intermédiaire des 


ô) 


Fig. 285. Schéma d’un abaque à une translation du transparent pour l’équation 
| (13.19): a) fond; b) transparent 


variables auxiliaires $ et y. On obtient les deux systèmes suivants 


fa —l— F5, a5)]= fai —[— Fe (y, &e)], 


Liz =P, 
À 
et | 
Jia —T— 15 (8, @s)] =: fau —[— fai (Y, el, 
œ&i =, 
A3 —= 7, 


d’où l'on déduit les équations des éléments de l’abaque. Ecrivons 
ensuite les équations impliquant les paramètres de transformation 
et les fonctions arbitraires en portant dans le tableau 48 les expressions 
respectives des fonctions tirées des équations. 

Comme exemples d’abaques concrets à une translation du transpa- 
rent, citons les abaques des figures 41 et 44. 
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L’abaque de la figure 282, construit pour le système d’é équations Fe. 
(13.13), est susceptible d’ être transformé en un abaque au compas. * 
À cet effet, il faut appliquer le transparent sur le fond de façon arbi- :# 
traire en respectant la condition Ox| — |O'x" et le fixer. Ensuite 
il faut mettre en place la famille de directrices horizontales sur le ? 
dessin obtenu. Les points M, et M:, M, et M: qui étaient préeér î 


O 


Fig. 286. Transformation d’un abaque à une translation du transparent pour je. : 


“système d'équations (13.13) de la figure 282 en un abaque au compas 


ETS EE 
ele 


bio tau ART a 
Feet à ie RE ESS 


Dar 


ges 
RAS 


LAPS" Dee HN ÉER 


demment en un contact double se déplacent horizontalement: d’une : 
distance Z qui définit l’écartement résolvant du compas. L'abaque : 
est représenté sur la figure 286. La forme (13.19) peut être représentée . 


parlun abaque analogue. 


Abaque à une rotation du transparent. En faisant a —b—0 dans … 


la forme (13.1), on obtient 


fon-4, 2h =] Éibons 2k+on COS D — Lon=iton, 2hton SIN Ÿ;, 


| (13.21) 


L2h-1,/2h = for-1+on, 2ht+on SIN P + B2h=1+2n, 2hk+2n COS p, 
hs li au pt. 
qui est représentée par l’abaque de la figure 279. La”clef est : 
O| on 0”, (Goh-1) Gox)| ca |(Œon-itons Gon+an)s [k = a . 


Considérons le cas particulier du système” (13.21) correspondant 
an —= 2: 
fi2 = Îs6 COS P — £56 Sin (, 

812 — fs sin P + L56 COS P, 

fa — 78 COS O — £L78 sin ®, 


Bai = Î78 Sin @ + £7s COS ®. j 


‘ 


(13.22) 
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L'élimination du paramètre œ entre les équations du système (13.22) 
.nous conduit à un système du type (13.13) 


a Fo — F6 = Far — Frs; 

: Gi = G56, (13.23) 
- Ggu = Gr; 

où 

| Fi=arctg-, G=VR+Ei (13.24) 


i — 12,. 34, 06, 78. 
‘Les équations (13.24) entraînent 
fi=Gicos Fi, g; —G;sin F;, (13.25) 
7 i = 12, 34, 56, 78. 


. Les équations des champs de l’abaque représentatif du système 
d'équations (13.23) se déduisent à partir du tableau 47 si l’on substi- 
tue à la fonction f; et g;, i — 12, 34, 56, 78 son expression (13. 29). 
“On peut préalablement introduire dans la fonction F;, G; des paramè- 
“tres de transformation et des fonctions arbitraires tels que dans la 
«fonction f;, g: dufsystème d'équations (13.13) (cf. tableau 48). Avant 
“et après introduction des paramètres de transformation et des fonc- 
‘tions arbitraires les équations des champs («;, «.) s’écrivent respec- 
‘tivement 
. | TZ = Go COS Fi 


y = Go Sin Fy 


0 à = bo + WT (Gao)] 008 [Go + Lx (Fi + Q (Gao), 
; . - = [b, es US (G:2)] sin [ao + Ux (F2 + Q (G12))1. 


Les nn fixes O et 0’ coïncident avec l’ origine . coordonnées du 
fond et*du transparent. 
Les formes (13.13) et (13.23) étant similaires, on n’étudiera que 
| _ June d’elles, par exemple la forme (13.13). Donc la forme (13.13) et 
‘ses Cas particuliers, les formes (13.19) et (13.20), se représentent par . 
: les deux types d’abaques à un degré de liberté du déplacement du 
transparent. 


$ 13.4. Abaques à transparent orienté 
En posant @ — 0 dans le système d'équations (13.1), on obtient 


foh-1, 2h = foh-iten, 2k+on Ÿ 0 
(13.26) 


CES A RS (1 
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Explicitons a.et b pour 4 — 1, puis portons-les dans le système: 
initial : 
f12— fitan, 2tan © fans, 2h — fah-1ton, 2ktons | 
812 — Bitan, 2+on — B2h-1, 2h — B2h-1+2n, 2k+2n) 
RD) Ses 


L’abaque correspondant est tracé sur la figure 279. La clef est: 


Ox [| OP (Don=1 Gon)| _— |(@on-1tons Œoh+on): 


k= 1, 2): es Fe 
En faisant z — 2 dans le système (13.27), on obtient la forme 


Jia — Î56— fan — f18 u 
Biz — 56 — La — Ba 


Ox || O'x' , a, QG) | —=|(@s, &e), (as, Ca) | = | e. ch). 


Pour transformer cet abaque en un abaque rhomboïdal il faut LS 
ner le transparent et le fond sur une même feuille en respectant 
le parallélisme des axes Ox et O'x" si 
En éliminant la variable &y entre les équations du système (13. 28) ‘ #1 
et en inversant les signes des fonctions f,, et g:, on obtient la forme : 
à sept variables 


fr = F Gi + fou + fo Bin + Eu + Eh (18.2): 


ke 
ri 
se 
“5 


qui est représentée par l'abaque de la figure 282 si l’on y retire la. : 
famille de lignes attribuées à la variable éliminée «4. La clef est: 5 


Ox Î O'zx' ? (A Q2) | = | (as, CTE (ds © n | — | eg E 


Cet abaque peut également être transformé en un abaque rhomboïdal,” 

L'avantage des abaques à transparent orienté représentatifs des. 
équations (15. 28) et (13.29) sur les abaques rhomboïdaux représen- : 
tant les mêmes équations est dans le fait qu'ils ne privilégient pas : 
certains problèmes et dans la suggestivité inhérente à leur genre. : 
On les préférera donc souvent aux abaques rhomboïdaux lorsqu' il 
s'agira de représenter les relations indiquées. 

En posant nr — 3 dans le système d'équations (13.27), on obtient 
la forme 


fa2 — Îr8 = fau — fo, 19 = f56 — f11, 12) | 


43.30): 
Bi2 — 878 — 834 — £9, 10 — F56 — B41, 12 . 


qui.se représente par l’abaque de la figure 283. La clef est : 


Oz I O'x", (oi, 2) | = | (a, &8), (das Ga) | = | (Go, A0); (cs, &e) | =]; 
[= |'(Œrrs Go). 
>: élimination des variables gs Go €t A9 entre les équations du: 
système (13.30) nous conduit à une relation à neuf variables. L’aba- 
que correspondant est celui de la figure 283 sans les familles de:- 
lignes attribuées aux variables éliminées. La clef est: 


Ox |1O'z", (os, @)| — ar, (as, &a) | — | ap, (as, Ge) — | œus. 
Cette relation est inexplicitable. L'important c'est que parmi les: 
xelations particulières à neuf. variables, représentables par des aba- 


ques de ce type, il est toute une série de formes canoniques d’un 
grand intérêt [29], telle la forme 


f12 + faa + f56 = fr + fe + fo (13.31) 


qui se déduit par élimination des variables auxiliaires f, y et à 
entre les équations du système 


. io —8 = Ta — = 56 — fo, l 
Bi (fa + Tao) — (fr +8) = — fai —(— fs) = Ti — 0, 

qui est un cas particulier du système (13.30), où To, Ta et T's: 
sont des fonctions arbitraires. 


Signalons les cas particuliers suivants des formes canoniques: 
«45. 28) et (13.30) qui sont importants dans les applications: 


. B12 — E5 — Eia — Le: 
. ao — Ta = fau — 8 = f56 — Jos | (43.33). 
# 12 — Br — Ba — Es — 56 — Lo. 


Dans les abaques des relations (13.32) et (13.33), le transparent ne 
porte que les échelles, on pourra donc l'exécuter avec le même papier 
1opaque que le fond par exemple. De tels abaques sont dits abaques: 
à à plan mobile orienté opaque. 

$ 13.5. Méthode de construction d’abaques 
à transparent orienté 
l: Voyons d’abord comment construire l’ abaque de la forme (13.28). 
‘Les équations de ses éléments se déterminent à partir des relations: 
:(13.2) et (13:3) pour n — 2. Il est plus commode de les inscrire dans le 
‘tableau 47. On peut se servir de la forme d’ écriture plus concise- 


_ x | fie . æ° | Î56 


ET CS | RS a en a en 
y | eu | 834 y | ge | 818 : 


fre 
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Portons les paramètres de transformation a,, b,, a, b,, a, b, 
Uxs Uys dx et Ô, dans les équations des éléments de l’abaque de la 
relation (13.28). À cet effet, ajoutons la première équation (13.28) 
au produit de la seconde par ô,, puis multiplions le résultat par u. et 
additionnons à l'identité 

Go — & = (ao + a) — (a — a). 


On obtient la première équation qui fait intervenir les paramètres de 
transformation 


[as + prie + Oxgia)) — [as + Us se + xs) — 
= [9 + a + ps (as + Oxgaa)l — Las + à + hs (frs + x g78)l. 


De façon analogue on obtient la deuxième équation avec les paramè- 
tres de transformation 


1b, + My (Ô yf10 + 812) — Co, + by (Ouf 56 + &56)| = 
= (db, + b + My (Oyfsa + 83a)] — UX bel (dyfre + grs)l. 


Ces deux équations s’apparentent aux équations initiales. De là on 
déduit les nouvelles équations des éléments de l’abaque. Elles. 
sont consignées dans le tableau 49. 


Tableau 49 
Fond 


| Coordon- 
nées Champ (@, @) Champ (@s, &a) 


T do + Ux (12 + Ôxg12) Ag + a+ Ux (fa + Ôxg34) 
bo + My (Ôyf12 + 819) bo +b+Uy (dyf3a + 834) 


Transparent 


nées Champ (@œs, &o) 


| Coordon- | | Champ (&;, a) 


a6—+ Ux (f56 + Ôxg56) a+ a+ x (f78 + Üxg 18) 
bo + Uy (Oyf5e + 856) b+b+uy (Ôyfr8 + Lr8) 


Les paramètres a; et bo, @&, et db, positionnent les systèmes dé 
coordonnées sur le fond et sur le transparent. Les paramètres nu, et : 
u, permettent de modifier les dimensions des éléments de l’abaque 
dans le sens des axes de coordonnées. Les paramètres 6, et 6, défi- 
nissent une translation dans le sens des axes de coordonnées. Les 
paramètres a et b permettent de mieux disposer les champs binai- 
res sur le fond et le transparent. 
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La méthode de construction de l'abaque de la forme (13.28) se 
ramène au suivant. Transcrire les équations des éléments de l’abaque 
et procéder à leur analyse. Parfois il y aura intérêt à transformer 
identiquement le système d'équations initial par introduction de 
paramètres appropriés Ô, et 0. Les équations des éléments de l’aba- 


que s ’écriront alors 
fie + Ôxg10 


y | Oyf12 + 812 


va 


sa + ÔxEsa z° | f56 + Ox£se 


Îr8 + dxgre 
Oylsa + 83a UX | dyf5e + Eve | Oyfrs + 8e 


Se donner ensuite les valeurs des paramètres a, et Ly et tracer 
sur des feuilles différentes les esquisses des quatre champs binaires. 
Aïnsi le champ («:, &,) est mis en place par les équations 


T = Mx (12 D dxB12); y —hH, (ôy f10 LE 812). 


Les valeurs des paramètres u, et a, sont à choisir telles que les 
champs soient de dimensions convenables. 

Reste maintenant à trouver une disposition commode aux champs. 
Prendre à cet effet une collection quelconque de valeurs @;, @o, . .:. 

., %s, Vérifiant le système d'équations (13.28), repérer les points 
des champs binaires correspondant à ces valeurs : le point M, dans le 
champ («;, &«.), le point M, dans le champ (&;, «,), le point A1: dans 
le champ (@&;, &), le point MW; dans le champ (&7, &3). Superposer 
ensuite les champs de telle sorte que soient réalisés les contacts 


Mil=1Ms Mal= M: 


et que les axes des coordonnées soient parallèles. Epingler ensuite 
les feuilles. Déplacer les feuilles épinglées en respectant le parallélis- 
me des axes de coordonnées pour déterminer la disposition convena- 
ble des champs. Reste maintenant à rapporter le fond et le trans- 
parent à un système de coordonnées et à calculer les valeurs &,, b,, 
a, b,, a et b correspondantes. Mettre en place l’abaque. Préciser 
définitivement les valeurs des paramètres et mettre l'abaque au net. 

Les. équations des éléments de l’abaque représentant la for- 

e (13.30) se déduisent des relations (13.2) et (13.3) pour n — 3. 
il. est commode d’ utiliser la forme d'écriture plus concise 


| fi 


1e | 56 az’ | Î78 | fous 


| 812 | £ 34 | - 856 SU | 878 | 60,10 l'eutrs 


iso | 


Les équations des éléments de l’abaque après introduction des para- 
mètres de transformation sont inscrites dans le tableau 00. 

La forme (13.30) se représente comme la:forme (13.28). 

: De cé qui précède il suit que les abaques à. transparént orienté 
peuvent représenter non seulement des systèmes d'équations, mais 


20—049 
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Tableau 50 
. Fond 
Coor- , 
co Champ (&:;, &2) Champ (&s, &4) Champ (&s, Ge) 


z  |[ag+Ux (f12 + Oxg19)| Go + a + Lx (fsa + Oxgsa) | do +C+Ux (56 + Ôxg5e) | 
y bot ly (ôyf12 + 812)| bo+b+ by (Oyfaa + 834) bo +d+by (Oyfse + E50) 


Transparent 
Coor- : ; 
qe Champ (7, &s) Champ (@+, &10) Champ (Œirs Qi2) 
nées 


z' last Hx (18 Ôxg78)|ao + a + x (fo,10 1 0x89,10)|20+ CH Ux (f11,12 + Ôx811,12) 
y" bot by (ôyfra + 878)| bob uy (ôyfo,10+-£0,10) lbo—+d+uy (Ôyfi1,12 + 811,19) 


des. équations faisant intervenir jusqu'à neuf variables. Les relations 
contenant jusqu'à six variables sont réduites, si possible, par l’in- 
termédiaire de variables auxiliaires et parfois de fonctions arbitrai- 
res à la forme (13.28) ou (13.30), les relations à sept, huit et neuf 
variables respectivement à la forme (13.30). 

Si l’on applique la méthode de répétition des variables auxiliai- 
res développée dans les travaux [72, 73] on peut représenter par un 
abaque des relations faisant intervenir un plus grand nombre de varia- 
bles. La réponse sera comme précédemment donnée par une applica- 
tion du transparent sur le fond. L 

Les abaques à transparent orienté représentatifs de relations 
à plusieurs variables complexes [74-77] présentent un intérêt évi- 
dent. 

Plus bas sont traités des exemples types d’abaques à transparent 
orienté représentant des relations et des systèmes d'équations. On 
peut trouver des abaques à transparent orienté dans les travaux [10, 


32-34, 37-39, 41. 


Exemple 78. Soit à déterminer d’après des données empiriques 
les paramètres À et B de la formule empirique [78] 


v = À (eBt — 1), (13.34) 


qui donne le volume v de gaz dégagé dans le temps t dans la fermen- 
tation méthanique. Ce problème peut être résolu par un abaque 
à transparent orienté. Prenons les intervalles suivants de variation 
des variables : 1 & À < 100; 0,05 < B < 0,30; 2<i< 20 jours; 
14 L'v < 900 ml. . 
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Ramenons la relation (13.34) à la première équation du systé- 
me (13.28) 
O — log À = log (eBt — 1) — log v. 
Pour deuxième équation du même système, prenons l'identité 
| B—0—B—T0. 
On a 
f12 = 0, g=B, fu—log(eBt—1), g;=B, 
f56 = 10g À, g55—0, frs — log v, gs = 0. 
__ L'abaque mis en place par les équations du tableau 49 pour ay — 
= 4 = 0, = a —=b = 0, b, = —25 mm, nu, — 75mm,u, — 500 mm, 


NA ER En 
RSS SRB RE ESS ENSES. 


; Î à J 43 10 20 JO 40 50 100 200 500 400 500 
: : U,Mb | 
b) 
| Fig. 287. Abaque à transparent orienté pour la formule (13.24): a):fond ; b) trans- 
parent 

Ô, — — 6,3, Ô, — 0 est tracé sur la figure 287. Désignons par I Ie 
Apport de l'échelle B. La clef est: Le support des échelles confon- 
dues À et v vient en coïncidence avec la droite donnée B, i.e. [| —]4, 
t|— |v. 


! clef de l’abaque suggère de choisir les paramètres À et PB 
correspondant aux données empiriques £, et Uy, do @b Vos « « ., tn Et Un 
de la manière suivante. Faisons glisser le transparent orienté : sur le 


20 * 
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« 


ond et amenons-le à occuper une position telle que les contacts 
11 — | Vis Éal — | Ve, . . ., in | — | v, soient le mieux réalisés à vue. 
La cote de la droite B coïncidant avec le bord supérieur du trans- 
parent fait connaître le point B, la cote de l'échelle À à son point 
d’intersection avec la droite I fait connaître la réponse À. En se 
servant de l’abaque de la figure 287 et des données empiriques du. 
tableau 51 on trouve À = 2,5 et B —0,164. La formule (13.34) 
s'écrit 
v = 92,5 (e0,164_ 4), 


Tableau 51 
t, en jours | 10 | 42 | 43 | 45 16 
v, en ml | 3,1 | 5,1 | 6,7 | 8,5 | 10,7 | 14,9 | 18,6 | 26,6 | 30,3: 


À remarquer que l'équation (13.34) peut être représentée par des 
abaques de divers types. Mais seul l’abaque à transparent orienté 
permet de résoudre le problème du choix des paramètres des formules 
empiriques. Les méthodes nomographiques de détermination des para- 
mètres des formules empiriques à l’aide d’abaques à transparent sont: 
développées dans les travaux [29, 71, 79-811. | 


» 


Exemple 79. Construisons l’abaque à transparent orienté de 
la relation 


w=utv+£+ irc (13.35) 


et appliquons-le à la recherche des extrémums de cette dernière sur 

les intervalles suivants: 0,9 Lu<4; 05<v<4;,1<A4<5; 

1£LB<5;, 05<C<2; 9 L w < 10. 
Dans l'équation (13.35) posons 


M=u<+v+ À, À 
c (8-00) 
“uv ? 


où M et N sont des variables qe L'équation (15. 39) s’écrit 
alors ï 


D MEN (13,37) 

Ramenons l'équation (13.36) à la forme (13.28) Le. 
LB \ 

(&+4)-"1- Fe) 0 : 


logu—(—]log N)— — log v—(—]logC). 
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On a 
A B 
faut, Li = log u, PV, Las = —10g v, 
{ss = M, £56—= —log N, fre = 0, gra = —logC. 


L'abaque mis en place par les équations du tableau 49 pour a; — 
— bd, —a, =b, —=0, a — 145 mm, b — 15,05 mm, u, — 10 mm, 


7 


Fig. 288. Abaque à transparent orienté pour la formule (13.35) : a) fond : b) trans- 
parent | 


ny —= 90 mm, 6, — ô, — 0 est tracé sur la figure 288. La famille 
de lignes w a:été mise en place sur le champ (M, N) par l'équation 
(13.37). Pour guider le transparent sur le fond on a tracé une famille 
de droites sur ce dernier et une droite sur le transparent, parallèles 
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aux axes des abscisses. La clef de l’abaque sous réserve d’une appli- 
cation orientée du transparent s'écrit : 


(v, B)| — | C, (u, A)| —|w. 


Désignons par u* et v* les valeurs des variables w et vréalisant le 
minimum w* de w pour des valeurs données des paramètres À, Bet C. 
Les valeurs u*, v* et w* peuvent être déterminées à l’aide de l’aba- 
que. À cet effet faisons glisser le transparent orienté sur le fond en 
respectant le contact B | — | C'et en faisant attention aux cotes des 
lignes w tangentes à la ligne donnée À. Amenons le transparent dans 
une position telle que la cote w soit minimale, i.e. soit égale à w*. 
Le point C donné sur l'échelle C définit v*. La valeur u* se lit au 
point de tangence. On définit en même temps le domaine des valeurs 
u et v dans lequel les valeurs de w sont proches de w* pour A, Bet C 
donnés. 

Supposons que À — 595, B —2et C ==1. Il vient u* = 2,4, v* — 
— 1,6, w*— 7,6. On établit que les valeurs u et v comprises dans les 
intervalles 2,2 < u << 2,6 et 1,4 < v << 1,8 définissent les valeurs 
de w proches de w* — 7,6. 

À signaler que le problème d’extrémum considéré est impossible 
à résoudre avec un abaque rhomboïdal représentatif de la relation 
(13.35). L'utilisation des abaques à transparent orienté pour la 
résolution de problèmes d’extrémum fait l’objet du travail [58]: 


Exemple 80. Construisons un abaque à transparent orienté pour 
le système d'équations (9. 22) avec la condition (9.23). Les interval- 
les de variation sont les mêmes que dans l'exemple 66. 

Mettons les équations (9.22) sous la forme 


M 
DER qe — RaFa 
ou bien 
(log x + log R5) — ( —Ilog b) = — log (h, — 0,57) — (—log M) — 
= log R; — (— log F,). 


L'équation obtenue s'apparente à la première équation du systè- 
e (13.30). Pour seconde équation du même système prenons l’iden- 
tité 
log x — 0 = log x — 0 = log x — 0. 


On a 
fa = logz + log Rr, gis = logax, fsa = — log (ko — 0,5 x), 
sa = log ZT, f5e — log Ra, g56 = log x, frs = — log b, 
&r8 =0, fo,10 — — 108 M, 89,10 0, far, 12 — 108 Fa Bi, 1e —0. 


L’abaque mis en place par les équations du tableau 50 pour a, = 
= — 69,03 mm, b, = —18,06 mm, a; = 60 mm, b, = 0, a = 


Fi ———— 
RNNRREEE ï 


(0. 20 40 400 200 500 4000 2000 5000 
RF, KgfŸcmm ? | k, 4gfT cm cm? 


ô) 
Fig. 289. Abaque à transparent orienté pour Le système (9.22) avec la condition 
(9.23): a) fond; b) transparent 
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= 115 mm, b — 0, c — 300 mm, d — 125 mm, u, — 60 mm,u, = 
— 60 mm, 6, = — 0,5, Ô, — 0 est tracé sur la figure 289 avec sa 
clef. On a omis de tracer les droites horizontales x dans les champs 
(x, Rt) et (x, R;), car elles sont superflues à la lecture de l’abaque. 
La droite oblique en pointillé du champ (x, h,) correspond au cas 
d'égalité de la condition (9.23). 


Exemple 81. Construisons un abaque à transparent orienté pour 
le système d’ équations (11.4) et (11.5) de l'exemple 72 dans lequel C 
et w sont envisagés comme des variables auxiliaires [33]. Convenons 
des limites suivantes de variation : 0,1 & d < 4m; 0,1 & v < 5 m/s; 
0,001 < Q < 100 m°/s; 0,016 < LREI I ; 0,040 £n < 0,017: 
0,0001 & i < 0,1; 0,2 En < 1. 

L'’élimination des variables auxiliaires C et w entre les équations 
(11.4) et (11.5) du système donne 


v=F(n R)Vi, Q = df(nv, R=—dg(n), (13.38) 
où pour abréger on a posé 


F(n R)= 21 R25VR-048-078 VR(Vñ-0,1) 1/7 
u n 
f (n) = 0,25 arccos (1 —2n) — (0,5 —n) Var, 


___ 0,25arccos (4—2n)—(0,5--n) 1/ n—n° 
g (n)= arccos (1 —2n) js 


Ramenons l'équation (13.38) à la forme (13.30): 


O—logu— — log F(n, R)— log Vi= (log d?— log Q)—[— log f (n)}, 
log. R—0—1og R—0— log d—[— log g (n)]. 


Les équations des éléments de l’abaque s’écrivent 


: | () |—108 F (n, R)]log d? — log | z" | Log v 


log V ï| — leg f (n) 
y | og | log R | log d | y'| o | 0 | —log & (r) j 


À l’examen de ces équations on voit que les familles de lignes R et d 
sont représentées sur le fond par des droites parallèles qui peuvent 
être utilisées comme droites directrices. Sur le transparent on 
peut choisir pour droites directrices les supports des échelles à et: v. 

L'’abaque et sa clef sont tracés sur la figure 290. Le support de 
l'échelle R est désigné par [. Dans le champ (n, R), la famille de 
droites horizontales À de la figure 290, a a été remplacée par l'échelle. A. 
Cette échelle présente un contact avec le support de l'échelle i. 
L’'abaque mis en place par les équations du tableau 50 a été tracé 
pour les valeurs suivantes des paramètres de transformation: a, — 
= a = 0, = 0, b, — 197 mm, a — 37,5 mm, b — — 35 mm, c — 
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0,0Û 0603 0002 oo! 


D 02 030405 1 ‘4 
U,rys À Ne 


100001 00004 D0D -:0,004 00 00 DD D 


ê) 


Fig. 290. Abaque à transparent orienté pour le système d'équations (11.4) et. 
(11.5) où C et w sont envisagés comme des variables auxiliaires: a) fond; b} 
transparent 
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= —5 mm, d = — 97 mm, a = 7 à mm, dy — 100 mm, à, — 
= ô, 

La blet de l'abaque sous forme de contact et sous réserve d’ une 
application orientée du transparent s'écrit 


R|—]li, Ii, n|[—li (Q, d)| =], 
où L; est le support de l'échelle i. 


$ 13.6. Abaques à transparent orienté 
pour certaines formes canoniques transiormables, 


Parmi les cas particuliers des formes canoniques (13.28) et (13.30) 
il en est une série dont les abaques sont susceptibles de transforma- 
tions supplémentaires [29, 79]. À ces formes se rattachent par exem- 
ple la forme (13.31) qui admet l'introduction de trois fonctions arbi- 
traires dans les équations des éléments des abaques. Signalons deux 


formes à quatre variables dont les abaques sont transformables : 
fur + Fous, 819) + fa = 0, (13.39) 
1e + L1283a + fsa = (. | (13.40) 


Représentation de la forme (13.39). Dans la forme (13.39). sup- 
posons que 


M = fatfe (43.41) 
N = Go (13.42) 
L'équation (13.39) s'écrit alors 
M + F (as, N) = 0, (13.43) 
et l’équa 1on (13.42): 
T (ge) = T (ga) = T'(W), (13.44) 
P (g12) = P (812) = P (NW), (13.45) 


où P et T sont des fonctions arbitraires. Ramenons les relations 


(13.41), (13.44) et (13.45) à la forme (13.30): 
[12 + P (g12)] — 0 = [fi + P (g12) +a]—a =[M+P(N)]—-f | 
T (gi2) —0=T (g12) —0—T(N)—0, 
où a est un paramètre. Les équations des éléments de l’abaque sont 


& hot P(e1)| fat P (19) +a 
| Tin | T@y | 
2’ | 0 | a ID fa 1 
| | | 


| 0 0 0 


M+P(N) 


Led 


T (N) 


re 
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L'abaque est représenté sur la figure 291. Les points fixes ont été 
désignés par M, et M,. Dans le premier champ («,, &.) sont mises en 
place seulement les lignées &,, dans le deuxième champ les lignes @.. 
La famille de lignes &; a été tracée dans le champ (M, N) à l’aide de 
l'équation (13.43). 

Le transparent est guidé par des directrices parallèles à l'axe des 
abscisses. La clef ‘de l’abaque est: 


l—I Ms @l—]Ma as] —]|os, 


sous réserve d'une application orientée du transparent. Elle est fre- 

présentée schématiquement sur la figure 292. | 
Le trait remarquable de cet abaque est la possibilité de dissocia- 

tion des familles de lignes dans le champ (œ&;, «&) par l'introduction 


à 
M, LA 
_ ) - ; 
Fig. 291. Schéma d'un abaque à trans- Fig. 292. Clef de l’abaque de la fi- 
parent orienté pour l'équation f;,+ gure 291% 


+ F (@z, 812) + fa — 0: a) fond; 
| ‘b) transparent 


d'un paramètre a et de deux fonctions arbitraires susceptibles de 
transformer les.familles de lignes. 

Lorsque a = 0, les familles de lignes «, et «&, forment le champ 
binaire (@,, 2). 


Représentation de la forme (13.40). Mettons-la sous la forme 
du déterminant | | 


0 fa 1 
AA 812 1 — 0, 
B3& 34 


1 + gs 1+8s 


multiplions ce déterminant par le déterminant numérique (4.13), 
puis développons le déterminant obtenu suivant les éléments de la 
troisième rangée. Toutes transformations faites on obtient de nou- 
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veau une relation du type (13.40), soit 

fa2 + Siogau + fai = 0, 
OÙ f19s 10» fa Ct Es dépendent des paramètres introduits. La relation 
obtenue se réduit à la forme (13.30) par deux procédés: 


— fa 0=(— ft a)—a = ja +$, | 


— log g12—0 = — log gi —0— 108 ga — 108 B 
e 


Log fa —0= (log fa + a) — a— log fu — log, 
log (— 22) —0—108 ( — #2) —0= — og gu+ log (1 +8), 


12 12 


B est ici une variable auxiliaire, a, un paramètre. On suppose que les 
fonctions figurant sous le signe du logarithme sont positives. Dans 


q | 7 
Fig. 293. Schéma d'un abaque à transparent orienté pour s SAUAUIOR fa + 
+ £io83a + faa = 0: a) fond; b) transparent 


LL 


les deux cas l’abaque est représenté sur, la figure 293. Les’ points. 
fixes ont été désignés par M,etM,. Ils ‘sont situés sur la directrice. 
On a retiré la famille de lignes &«, du champ (a, &.) et la famille “y 
du deuxième champ («;, &,). Le support de l'échelle B a été désigné 
par I. Le transparent est guidé par des. droites parallèles tratées SUr 
le fond. La clef est: | 


| —|M:; del —|M>,; (as, &)|— 1, 


sous réserve d’une application oriéntée du transparent. . 

Les possibilités supplémentaires de transformation se traduisent 
ici par une variation des paramètres introduits, une dissociation des 
lignes dans le champ (a, &.) et deux procédés de réduction à la 
forme (13.30). On peut par ailleurs permuter les champs (a, æ&.) et 
(Gs, &,) en raison de la symétrie de la forme (18. 40). 

La relation (3.23) étudiée au $ 3.7 se ramène à la forme (13.40) 
de la manière suivante: 


fl, B)+giolo, 8) pl 4 (a, 8)]= 0 


CHAPITRE 14 


PROBLÈMES GÉNÉRAUX DE LA NOMOGRAPHIE 
PRATIQUE ET THÉORIQUE 


Dans les chapitres précédents nous avons étudié les méthodes de 
construction d'abaques de divers types. Pour conclure penchons-nous 
sur quelques problèmes généraux de la nomographie pratique et théo- 
rique, plus exactement sur l’application des abaques au calculet à l'é- 
tude de‘relations fonctionnelles, la construction d’abaques exacts et 
approchés, les méthodes de construction et de mise au net des aba- 
ques, les problèmes de la nomographie théorique, les rapports de la 
; nomographie avec les calculatrices. 


$ 14.1, Application des abaques au calcul 


RE la hiérarchie de la technique du calcul l’abaque occupe le 
‘bas de l'échelle. C’est en effet la plus simple des calculatrices. Il 
* peut être envisagé comme un accumulateur d’information, détermi- 
nant l'information initiale et finale et le mode d'emploi de cette 
dernière. 

Le domaine d’ application des ;abaques. au calcul est tributaire 
de la précision fournie, laquelle dépend de la formule à représenter, 
des' intervalles de variation des variables, des dimensions de l’épure 
et du type d’abaque choisi. En moyenne les abaques sont suscepti- 
bles de fournir des réponses au centième ou au millième. Cette pré- 
cision suffit pour la plupart des problèmes pratiques. Dans les meil- 
leurs des cas, les réponses sont fournies au dix-millième: voir par 
exemple les abaques d’ interpolation des figures 137 et 141. 

À noter que la précision des réponses fournies par les abaques 
varie avec les combinaisons des grandeurs données. Ce n'est que 
dans les plus simples des:cas que l’on arrive à tracer des abaques 
donnant la réponse avec la même erreur absolue ou relative. Cepen- 
dant ces cas sont assez fréquents en pratique. 

: :: IT est particulièrement difficile de construire un abaque assurant 
la précision de calcul voulue : ‘lorsque la réponse est à lire dans un 
champ binaire. Parfois on arrive à améliorer cette précision en intro- 
duisant une somme, un quotient ou ‘un produit de variables. Cet 
artifice permet quelquefois de remplacer les champs binaires par 
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des échelles. Pour accroître la précision on trace l’abaque non pas de 
toute la formule mais de certaines de ses parties. On peut enfin uti- 
liser des abaques fractionnés en fractionnant les intervalles de varia- 
tion des variables et en construisant une série d’abaques représen- 
tant la proposée. On trouvera des exemples d’abaques fractionnés 
dans [40]. 

Il importe d’attacher une sérieuse attention au choix des inter- 
valles de variation des variables. Il est aussi mauvais de les réduire 
que de les élargir. On construit généralement un abaque sous l’hypo- 
thèse que l’une des variables est de résolution, les limites de varia- 
tion pouvant être complètes ou incomplètes. Le dernier cas est plus 
avantageux pour la construction de l’abaque en ce sens qu'il assure 
la précision de calcul voulue. 

La lecture d’un abaque approchée doit tenir compte de l'erreur 
d'approximation de l'abaque et de l’erreur de lecture. 

Si les abaques n’assurent pas la précision voulue, ils peuvent 
servir d'appoint dans des calculs estimatifs pour déterminer les 
approximations d'ordre zéro et mettre en évidence les erreurs gros- 
sières. 

Les abaques à points alignés, 2 à points équidistants, au compas et 
barycentriques se prêtent le mieux aux calculs. Aussi essayera-t-on 
dans la mesure du possible de se limiter au seul usage de ces types 
d’abaques. Les abaques à transparent orienté sont parfois les seuls 
à résoudre des équations ou systèmes d'équations transcendantes 
faisant intervenir un grand nombre de paramètres variables. On 
trouvera des exemples de résolution dans les travaux [32-34, 38, 39]. 


$ 14.2. Application des abaques à /’étude 
de relations fonctionnelles 


Une propriété importante des abaques est la possibilité de s’en 
servir pour l’étude des relations fonctionnelles qu'ils FARIÉSeNRtERtE 
plus exactement pour 

1) étudier l'influence de certains paramètres sur d’autres; 

2) donner une interprétation géométrique suggestive de certaines 
propriétés connues de la formule à représenter; 

3) établir à l’aide de l’abaque les traits remarquables de la for- 
mule étudiée. 

L'abaque destiné à l’analyse de la relation fonctionnelle doit: 
insister essentiellement sur le graphique de cette relation. Le problè- 
me de la précision des réponses passe au second plan. Il est préférable. 
de prendre des intervalles complets pour englober tous les cas du 
calcul. Les abaques à transparent orienté et les abaques à points 
alignés sont les mieux adaptés à l'analyse des relations fonctionnelles. 

Les problèmes d’approximation d’une fonction par une autre. 
et les problèmes de détermination des paramètres des formules empi-; 
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riques offrent un vaste terrain d'applications pour les méthodes 
nomographiques d’étude des relations fonctionnelles. Les méthodes 
homographiques de recherche des extrémums des relations présentent 
également un intérêt appréciable. 

L'application de la méthode nomographique permet d'obtenir des 
résultats scientifiques moyennant : 

1) l’analyse des abaques ; 

2) la construction d’abaques pour les formules inutilisables dans 
la pratique en raison de leur complexité; 

3) la précision des formules de calcul suivie de leur représentation 
par des abaques. En posant des problèmes et en déduisant les formu- 
les de calcul, on fait parfois des hypothèses simplificatrices afin 
d'obtenir des formules commodes au calcul. Il peut s'avérer que ces 
formules ne soient pas représentables par des abaques alors que les 
relations' primitives complexes le sont sans aucune restriction sim- 
plificatrice. La construction de tels abaques constitue en soi un 
important résultat scientifique. 

‘ Les abaques dont les éléments admettent une interprétation 
physique présentent un grand intérêt dans la mesure où ils sont à la 
fois un instrument de calcul et un modèle géométrique suggestif de la 
formule. Sont susceptibles de posséder une signification les supports 
des échelles, leurs points d’intersection, la courbure des supports des 
échelles, le point de tangence de la droite résolvante avec les sup- 
ports des échelles, la courbure des lignes dans les champs binaires, 
la droite résolvante et son point d’intersection avec les supports des 
échelles 'etc. 

Plus bas sont exhibés des exemples d'utilisation des abaques 
à l'étude de relations fonctionnelles. 


Exemple 82. Etant données les fonctions @ (x), Af(x)£ où À 
et B sont des paramètres [29, 84], on demande les valeurs des para- 
mètres À et B qui, sur l'intervalle x, < x < x,, minimisent la plus 
grande erreur absolue d’approximation relative en pour-cent ô: 


_ 100 -2%)—4f (x)? 
ô — 100 © : (14.1} 
Désignons par 6, la valeur correspondante du module de l'erreur 6, 
qui est à déterminer aussi: 

Représentons la relation (14. 1) par un abaque à points alignés 
et utilisons ses propriétés géométriques remarquables pour déter- 
miner la méthode de résolution du problème posé. 

-Mettons l'équation (14.1) sous la forme 


ou 


log (1 — 6/100) = log À + Blog f(x) — log @(x). (14.2) 
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Pour —5 << Ô < 5% la fonction log (1 — 8/100) peut être avec suf- 
fisamment de précision remplacée par la fonction M 6/100, où M — 
— log e — 0,4343, L’équation (14.2) s'écrit 


0,004343 6 — log À + B log f (x) — log (x). 


L'introduction de la variable auxiliaire I décompose l’équation obte- 
nue en deux équations 


0,004343 0 + I — log À et I + B log f (x) — log p (x) = 0, 


s’apparentant respectivement aux formes (6.11) et (6.14). Représen- 
tons ces deux équations par un abaque à échelles composé à points 


Fig. 294. Schéma d’un abaque à points 
alignés pour la relation (14.1) et indi- 


alignés à double alignement. 
L’abaque de l'équation (14.1) est 
montré sur la figure 294. Il est 
constitué des échelles parallèles 6, 
À, I, Bet de l'échelle curviligne 
x. Les échelles ô et B sont métri- 
ques, l'échelle À logarithmique. 
L’allure de l'échelle curviligne x 
dépend des fonctions initiales 

(x) et f(x). Supposons pour 
rec les idées que le support de 


cation de la méthode de . des pa- 


cette échelle est de la forme re- 
ramètres À, B et 


présentée schématiquementsur la 
figure 294. Supposons par ailleurs 
que les points de cotes négatives de l’échelle métrique Ô sont situés 
plus haut que le point de cote 0. 

Pour résoudre le problème posé nous allons utiliser le fait que les 
échelles I et Ô sont parallèles, que l’échelle 6 est métrique et l’échel-: 
le x curviligne (la droite résolvante est susceptible de la couper en 
deux points ou de lui être tangente). 

Menons par les points de cotes x, et x, une droite qui coupera les 
échelles I et B respectivement aux points Z et 2. La cote du point # 
fait connaître B. À partir du point Z traçons une tangente au support 
de l’échelle x jusqu’à son intersection 3 avec l'échelle I. Position- 
nons le point 4, milieu du segment d’'extrémités Z et 3. La droite 
qui joint le point 4 au point coté O0 de l'échelle & coupe l'échelle À 
au point 5 dont la cote fait connaître À. Enfin, en joignant les points 
1 et 3 au point 5 par des droites, on obtient à leurs intersections avec 
l'échelle ô les points 6 et 7 équidistants du point coté 0 de l’échel- 
le 6. Le point 6 aura la cote — 6,, le point 7 la cote 6,. Sur la figu- 
re 294 on voit que les points À et B sont tels que que soit x 
compris entre x, et x, on a — Üp LKÔ 

La figure 295 représente l’abaque de relation 


ë= 100 log z— Az 


ET, (14.3) 
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qui dérive de la relation (14.1) si l’on y pose @ (x) = log x et f (x) — 
— x. L'abaque permet de substituer une fonction puissance à une 
fonction logarithmique. Les droites en pointillé correspondent à la 


+016 


014 


0,13 


O2 


Fig. 295, Abaque à points alignés pour l'équation (14.3) 


solution de l’exemple numérique : x, = 50, x, — 5 000 ; réponse À — 
= 0,91, B = 0,169, Ô, = 3,5%. 


Exemple 83. Dans les canaux en profil de trapèze [33] le débit 
d'eau 


o= DES (BH m)1/5 


nm B+2V 14m ? ri 
i, nr, © et m étant donnés, atteint sa valeur maximale 
x _ iio#8 1 
a n (8 V1 m—4m)1/3 (14.5) 
pour 
p* — 2(V1 +mi—m), (14.6) 


qui est la valeur du paramètre $ la plus rentable hydrauliquement. | 
Ici Q est le débit, à, la déclivité, n, le coefficient de rugosité, w, 
l’aire mouillée du canal, m, le coefficient d’écartement des berges. 
Le tableau 52 contient les valeurs B* calculées à l’aide de la formu- 


21—049 
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le (14.6). À l'examen du tableau.52 on constate que la valeur maxi: L 
male $* — 2 correspond à un profil rectangulaire (m = 0). Mais 
dans la pratique les canaux en profil de trapèze. sont généralement 


Tableau 52 
m | 0 | 0,5 | À | 1,5 | 2 | 2,9 | 3 
B* | 2 | 4,236 | 0,828 0,606 0,472 | 0,385 0,325 


aplatis, i.e. leur largeur au fond vaut plusieurs fois leur profondeur, 

donc $ => f*. Il serait de ce fait intéressant de savoir comment influe 

l'écart de B par rapport à B* sur la réduction relative du débit en 
| pour cent, soit 


a 7. 6Q= 1002. (14.7) 
f = En portant les expressions (14.4) 
4 et (14.5) de Q et Q* dans l’équa- 
# tion (14.7), on obtient 
6Q_ 
: | (ie 100 ne) n 
__(B+) (8V/1+mi—4m) 
 , j B+2V Em | 
ro (14.8) 


t  L’équation (14.8) est du second . 

degré en fi. Comme nous sommes 
| intéressés par l’écart maximum de 
0 B par rapport à 6* nous allons 
considérer la racine dominante de 


y cette équation, soit 


7 2 
Fig. 296. Abaque à points alignés pour. — Æ cu Lans 
l'équation (14.9) AV/1+m— (14.9) 
see ES | 
À remarquer que la formule (14.9) se transforme en la formule (14.6) 
pour ÊQ = (0. 

Ainsi on est conduit à étudier l'équation (14.9). Utilisons à cet. 
effet un abaque. L’ équation (14.9) se ramène à la forme (6.14) et se 
représente par un abaque à points alignés constitué des échelles 
parallèles $ et 6Q et de l'échelle curviligne, m. Dans cet abaque, qui 
est représenté sur la. figure 296, la droite en pointillé correspond à à . 


solution de l'exemple numérique: m = 0,5, $ = 2; réponse 0Q.— 
100) 
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En faisant pivoter le:bord de la règle autour du point coté O0 de 
l'échelle 6Q on obtient la valeur B* à l’intersection de la règle avec 
l’échelle $. On voit qu'une variation de m entre 0 et 3 entraîne une 


variation de B* entre 2: et 0,32, ce qui corrobore entièrement les 


données du tableau 52. 

Il est naturel d’appeler hydrauliquement rentables les valeurs f 
telles que la quantité 6Q n'excède pas une valeur admissible 6Q, 
(par exemple l'erreur de 2 à 3 % de la formule du débit). Le domaine 
des valeurs hydrauliquement rentables est délimité sur: l'échelle B 
par des droites joignant le point de cote donnée de l’échelle m aux: 
points de l’échelle ÊQ de cotes 0 et de valeur donnée 6Q,. 

L'échelle ôQ se distingue par une irrégularité de la distribution 


_des cotes qui est nettement exprimée en particulier au début de 


l’échelle où l'échelon, de 0,1 % environ, est 10 fois plus grand qu’à 


l'extrémité. L’ irrégularité de l'échelle 6Q et les dimensions relati- 


vement peu élevées de l'échelle m expriment le fait que les quantités 


- 6Q seront. insignifiantes même pour de grands écarts de f'par rapport 


à f*. En effet, si l'on pose par exemple f = 2 indépendamment de la 


quantité m, on voit sur l’abaque que le maximum de 6Q serafégal 


à 2 % environ. En effet, la tangente au support de l'échelle m menée 


par le point coté 2 de l’échelle $ coupe l’échelle 8Q en un point de 
cote égale à environ 2 %. Or, ainsi qu'il ressort du tableau 52 et de 
l’abaque 6 = 2 est la plus rentable hydrauliquement pour un profil 


rectangulaire. Donc l’analyse de l’abaque nous conduit à la conclu- 
sion que la valeur $ la plus rentable hydrauliquement au profil 
rectangulaire est rentable hydrauliquement à tous les profils en 


- trapèze, puisque les écarts ÔQ sont du même ordre que l'erreur de la 


: formule du débit. Donc la formule (14.6) et le tableau 52 ne possèdent 


qu'une signification formelle et sont dénués de tout intérêt pratique. 


Exemple 84. En hydraulique, pour simplifier les calculs, on 
remplace parfois les formules empiriques du coefficient de Chezy 


C=Ci(n, À) (14.10) 
par les formules 


C= rt, (14.41) 
n 


‘où y, est une constante, À, le rayon hydraulique, n, le coefficient 


de rugosité. L'erreur relative en pour cent, consécutive à cette subs- 


titution, est. exprimée par la formule : 


C(n, PE Ro | 


Etudions sur un abaque (331 l’ btluence du paramètre Yo. et des 
variables n et RÀ sur la quantité 6C. La relation (14.12) est représen- 


21* 
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table par un abaque à points alignés puisqu'elle se réduit à la for- 
me (6.22): . 


— log (1 — 8C/100) + yo log À — log InC (ns A) = 0. 
La figure 297 représente l’abaque de la relation 
6C = 100 [1 Rvo-25 VR+0,18+075VR(Vreo,1)], 1443) 


qui se déduit de la relation (14.12) par substitution à C(n, R) de la 
formule complète de N. Pavlovski 


RS 0 2 (4.48) 


Les intervalles de variation sont 
0,010 < nr < 0,040, O1<R<S3 m, 
0,12 Kyo < 0,35, —30 KL 6C K 15 %. je 


L'abaque est constitué des échelles parallèles ôC et 7, et du . 
binaire (7, À) mis en place par une famille de droites parallèles R:. 


NS 
QUSS 
LQù 
RL 
[TR 
CT 
FFE 
[1 
au 
EUR 


Fig. 297. Abaque à points alignés pour l'équation (14.13) 


et une famille de lignes nr. La droite cotée 1 m de la famille R 
coïncide avec le support de l’échelle ÔC. Les lignes n forment un fais- 
ceau de’’sommet le point coté 0 de l’échelle ÔC. Donc pour R = 1 m, 
la quantité ÔC = 0 quel que soit n. Ceci s'explique par le fait que les 
formules (14.11) et (14.14) donnent la même valeur C = Â/n pour 
R = 1 m. La ligne droite en pointillé figure la solution de l'exemple 
numérique: n = 0,016, R = 2,5m, yo — 0,33; réponse ôC = 
= —17,3 %. 
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Les lignes du faisceau n étant suffisamment espacées, il est 
impossible de trouver une valeur y, telle que la formule (14.11) 
remplace la formule (14.14) avec une erreur relative insignifiante 
sur les limites complètes de variation des variables n et A. 

Si les lignes nr sont proches de droites, cela signifie que la formu- 
le (14.14) peut être remplacée avec une erreur relative insignifiante 
par des formules du type (14.11) quel que soit n fixe. Ceci étant, 
à toute valeur de n aurait été associée une valeur y, définie comme 
la cote y, du point de concours de son prolongement avec la droite 
donnée n. 

Pour n petit les lignes nr sont proches de droites (la ligne nr — 
— 0,010 est une droite). La courbure des lignes n croît avec n, d’où 
il résulte que pour n fixe, l'erreur relative entraînée par la substi- 
tution de la formule (14. 11) à la formule (14:14) croît avec la valeur 
fixée de n. Ainsi pour la valeur maximale n — 0,040 et 0,1 << R < 
< 3 mon trouve yo = 0,31 et —8 & ÔC < 0,2 %. 

Si l’on se donne une erreur relative Adimiscible ÔC)y > 0,en joignant 
un point quelconque de l'échelle y, aux points de l'échelle ôC co- 
tés — ôC, et ÔC,, on obtient dans le champ binaire (n, ÆR) le domai- 
ne de valeurs de nr et R tel que | 8C | < C4. Ce domaine est sui- 
fisamment vaste. Ses bords dépendent de la valeur choisie y. 

On trouvera d’autres exemples d'étude de relations fonction- 
nelles par des abaques dans les travaux [26, 29, 30, 32, 33, 71, 791. 


$ 14.3. Abaques. exacts et approchés 


* 


Quand on a une relation à étudier on peut la représenter par un 
abaque exact ou par un abaque approché. 

Dans le premier cas on la ramène à l’une des formes canoniques 
indiquées plus haut. 

À remarquer que si la relation ne renferme que trois variables on 
peut toujours la représenter par un abaque à entrecroisement ou; 
moyennant. une transformation de ce dernier, par des abaques à 
points alignés et à points équidistants ($ 5.1) ou des abaques à con- 
tacts tangentiels ($$ 5.3 et 5.4). 
© Dans les cas particuliers où la relation à trois variables rentre 
dans l’une des formes canoniques (6.9) et (6.11) à (6.20) elle peut 
être représentée par un abaque à échelles à points alignés. 

Si la proposée contient quatre variables et plus, elle n’est pas 
représentable par un abaque dans le cas général. Cependant les re- 
lations impliquant un grand nombre de variables, que l’on rencontre 
en pratique sont généralement représentables par des abaques. 

On essaye d’abord de représenter la proposée par un abaque sim- 
ple. Si l’on ne réussit pas on envisage la construction d’abaques 
composés. Dans les cas complexes on recourt à la répétition des 
variables, à l'introduction, en guise de nouvelles variables, d’un 
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produit, d'un quotient ou d'une somme des variables, enfin à la 


représentation de parties de la formule. 
Parfois on arrive à représenter la proposée par plusieurs io 


d’abaques. Il faut alors choisir l’abaque optimal en fonction des 
hypothèses données. Si par exemple l’on a réussi à ramener la pro . 


posée à la forme 


fie + f13 = fa5 + fac 


on sait qu’elle est représentable par plusieurs types d’abaques dont À 


l'étude comparative fait l’objet du travail [82]. Signalons dans le 
même ordre d'idées le travail [83] qui développe les diverses métho- 
des de représentation de la forme 


Taha dla tie 0: 


À la fin de l’ouvrage on trouvera une liste des formes canoniques 
représentables par des abaques simples et des abaques composés, 
constitués d’abaques simples du même type ou de types divers. 

Lorsque la proposée ne se réduit pas à une forme représentable, 
ou lorsqu'elle est donnée tabulairement ou que son abaque exact est 
trop lourd, ‘on se tourne vers un abaque approché. Le principe ‘de 


l’abaque approché consiste à remplacer avec une certaine erreur : 


admissible la proposée par une relation représentable par un abaque. 
Récapitulons les méthodes de construction d’abaques approchés 
examinées dans cet ouvrage. 


du meme ets 


1. Au $ 3.7 on a étudié une méthode d’approximation de rela- : 
tions à trois et quatre variables par des relations représentables par : 
des abaques à points alignés et à transparent orienté. Ces questions 


sont vues plus en détail dans le travail [57]. 


2. Au $ 5.8 on a donné l'algorithme de la substitution approchée : 
d’abaques cartésiens rectilignes aux abaques cartésiens dans le but - 


de les transformer en abaques à points -alignés. Les figures 114 «et 


119 représentent des abaques approchés. Ge sujet est traité plus en : 


détail dans les travaux (84, 85]. 


3. Au $ 8.1 on a exposé l'algorithme de construction d'un aba- ; 
que à entrecroisement approché pour une relation à quatre variables. : 
Cet algorithme fait l’objet d’une étude :plus détaillée dans ile travail ‘ 


[68] où sont exhibés des exemples de construction d’abaques appro- 
chés. 

4. Aux $$ 6.10, 6.12 et 9.4 on s’est penché sur une éthodé de 
représentation de cases tabulaires à deux et trois entrées, admettant 
une interpolation linéaire sur toutes les variables. Les abaques tra- 
cés seront approchés pour les fonctions données par ces cases tabu- 


laires, et exacts pour les formules d'interpolation correspondantes. :: 


Les méthodes de construction d’abaques d'’interpolation sont trai- 
tées dans les travaux [28, 29, 86 à 88]. 


$ 14.3] | ___ ABAQUES EXACTS ET APPROCHÉS .827 


D’autres méthodes de représentation par des abaques ‘approchés 
figurent dans [22, 29, 62, 71, 84, 89-1403]. L'article [104] passe 


en revue les “derniers travaux sur les méthodes de représentation 
‘approchée. 


Citons des exemples d’abaques ‘approchés. 


Exemple 85. La figure 298 représente un abaque approché à points 
alignés [105] pour la table de Forster-Rybkine [106] utilisée dans les 


se ® 


0,5 


0 


Fig. 298. Abaque approché à points alignés pour la table de Foster-Rybkine [98] 
utilisée dans les calculs hydrauliques 
calculs hydraulogiques. Cette table renferme les valeurs de la fonction 
D — F (C's, Ph 


où C, est le coefficient: d'asymétrie, P;, la: probabilité de dépassement 
en pour cent, ®, l’écart normé à la moyenne. L'abaque est construit 
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sur les intervalles 
OLCs<2, 01<Sp<L10%, 1L<PB<6, 


correspondant au calcul de crues maximales. Pour tracer l'abaque 
approché on s'est servi de la méthode développée dans [93]. La plus 


LEO TE 

HOTEL 
COAEEEEE, 
I//ARERERRR æ 
PACA 
PATATE 
LCA 


30° 34° 32° 33° 0,55 0,60 


Fig. 299. Abaque composé approché à DHcroLeEent pour l'intégrale elliptique 
(14.15) 


grande erreur d’approximation sur ® ne dépasse pas 0,04. La droite L 
en pointillé figure la solution de l'exemple numérique: €, — 
p —0,9 %; réponse ® — 8,32. 


Exemple 86. La figure 299 représente un abaque à entrecroise- . 
ment composé approché [68], tracé d’après la méthode du $ 8.1 
pour le calcul de l’intégrale elliptique 


\ 


da 
= (1+ n sin? a) V/ 1—K? sin’ à C4") 


sur les intervalles 
30° Lp<L33, —0,5Ln< —0,4, 0 L k'< 0,6. 


Pour tracer l’abaque on s'est servi des tables [107]. L'erreur affectant : 
ÎT n'excède pas 0,0003. Les droites en pointillé correspondent à la : 
solution du cas numérique: @ — 31,4, k? —0,5, n = —0,43; : 
réponse {71 — 0,587. Les familles de lignes 4? et n étant presque recti- 
lignes, on peut, en utilisant le principe de dualité, transformer cet 
abaque en un abaque à échelles à points alignés à double alignement. 


< > 
FRA «2 
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L’ teque transformé est représenté sur la figure 300. La quantité 
IT se trouve par une double application de la règle. Les droites en 
pointillé figurent la solution de l’exemple numérique précédent. 


J 
p 17 
30° 
2 055 
05 3{° 
nr ñ ok 
— PT UE ———<#% 06 
32° 0,50 
33° 


Fig. 300. Abaque composé approché à points alignés, dual de l’abaque de la 
figure 299, dans lequel les familles de courbes A? et n ont été préalablement rem- 
. placées par des familles de droites 


La précision de l? batué transformé est légèrement inférieure à celle 
del’ abaque à entrecroisement initial en raison de la substitution de 
familles. de droites aux familles de courbes. 


: | 
$ 14.4. Tracé et mise au net des abaques 


: Pour tracer les abaques on utilise les méthodes du dessin indus- 
triel en s’arrangeant pour réduire au minimum les erreurs graphi- 
ques. Il importe de vérifier soigneusement les instruments. Pour 
mettre en place le réseau de coordonnées on pourra se servir d’une 
règle de Drobychev utilisée en géodésie et en cartographie. Le coordi- 
natographe est plus commode encore pour porter les coordonnées 
des. points des échelles, des familles de lignes et des champs binaires. 

: L’abaque est tracé sur du gros papier d’abord au crayon, et 
ensuite à l'encre de chine. Pour réduire les erreurs graphiques il 
faut confier cette opération à la.même personne. Généralement les. 
abaques sont tracés pour être réduits en photographie, le meilleur 
coefficient de réduction étant 0,7. Pour faciliter le contrôle des er- 
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reurs commises pendant la photographie, il est souhaitable de mettre 
les abaques en place dans un ‘cadre rectangulaire. Après ‘réduction 
les diagonales du cadre doivent être égales. 

Le papier carton convient le mieux à la reproduction des abaques. 

On commence à utiliser des calculatrices couplées à des traceurs 
de courbes dans le calcul automatique (cf. $ 14.6). 

Une disposition et des annotations judicieuses contribueraient 
Sans aucun doute à répandre l'usage des abaques dans la pratique. 
Les abaques doivent être mis en place de façon à être lus sans effort. 
Le mode d'emploi doit sauter aux yeux. Il faut les munir d’annota- 
tions suggestives et d'exemples numériques. Il faut éviter de les 
surcharger avec des annotations et des dessins superlfus. Les annota- 
tions doivent être explicites, i. e. le déchiffrement du mode et du 
domaine d'emploi ne doit pas renvoyer à une étude de la méthode 
de construction, laquelle doit figurer à part. 

Les recueils d’abaques édités par le Centre de calcul de l’Acadé- 
mie des Sciences de l’U.R.S.S. [32 à 43] fournissent des exemples 
d’abaques et d’annotations correctement présentés. 


$ 14.5. Problèmes de la nomographie théorique 


La représentabilité et l'unicité sont des problèmes essentiels en 
nomographie théorique. 

Par représentabilité on entend la possibilité de ramener l’équa- 
tion ou le système d'équations donné à une forme canonique (si cela 
“est possible on indiquera l’algorithme de cette réduction). Ce pro- 
blème a été résolu pour certaines formes canoniques qui ne sont pas 
utilisées ‘en pratique en raison de leur complexité. Cependant cette 
voie n’est pas à négliger dans la mesure ‘où il ést possible d'utiliser 
des calculatrices pour réaliser les algorithmes établis. | 

Par unicité on entend l’existence d’un procédé unique de réduc- 
tion de la proposée à telle ou telle forme canonique. S’ilexiste d’autres 
procédés on les indiquera de même que les possibilités de transforma- 
tion des abaques dans chacun d’eux. Pour utiliser ces résultats, il 
n'est pas indispensable de connaître la théorie de leur établissement. 
Ils deviennent donc immédiatement l’apanage de la pratique. Signa- 
lons que deux voies ont été proposées pour le problème de l’unicité, 
l’une le résolvant conjointement au problème de représentabilité, 
l’autre séparément. 


Exemple 87. On a montré que ‘si, moyennant certaines con- 
traintes naturelles [6], une équation à trois variables'est représentable 
par un abaque à points alignés constitué de deux échelles rectilignes 
et d’une échelle curviligne, cet abaque sera unique aux transforma- 
tions projectives près. Donc tous les abaques à points alignés, repré- 
sentatifs de la forme da Cauchy (6.14), seront projectifs l’un de l’autre. 
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Exemple 88. On connaît [29] deux procédés de réduction de 
l'équation (6.10) à la forme (13.33), représentable par un abaque 
à ‘transparent orienté. Ces procédés sont 


fo HB= fai LNV= 56 E Ô, 
log g12— log B= 108 ga — log y — log g58— 108 6,. 


fie —B = fau —Y = 56 — 0, | 
(a+ gra) — 87 = (Ju + ga) — = (Fée + &56) — 62. 


Ici B,y et Ô sont des variables auxiliaires. L’unicité de la réduc- 
tion de l'équation (6.10) à la forme (13.33), aux transformations 
admissibles près des abaques, n'ayant pas été résolue, il est encore 
prématuré d'affirmer qu'il n'existe pas de représentations autres que 
les deux indiquées. 

Divers auteurs [6, 17, 20, 31] ont consacré un grand nombre de 
travaux à la représentabilité et l’unicité. Les articles [49, 104, 108] 
passent en revue:les travaux consacrés aux problèmes théoriques de 
nomographie. Des comptes-rendus de travaux portant essentiellement 
sur la nomographie théorique sont publiés dans la revue « Matéma- 
tika » dans le chapitre « Méthodes numériques ». 


‘et 


$ 14.6. Sur les liens des abaques 
avec les calculatrices 


Comparaison de la solution nomographique et de la solution 
sur calculatrice d'un même problème. Si la proposée est représen- 
table par un abaque dont la précision est suffisante, sa solution sera 
généralement plus avantageuse que les solutions sur machine qui 
se réduisent soit à un programme standard, soit à un tableau volu- 
mineux à plusieurs entrées. 


Exemple 89. L'équation (6.43) qui donne la variable inconnue 
t comme une fonction de w, v et w est ; représentée par l’abaque à points 
alignés de la figure 2 sur lequel la réponse t est donnée par une appli- 
cation de la règle. La précision est suffisante pour ce problème. 

En utilisant les calculatrices on peut obtenir deux solutions du 
mème problème: composer un programme standard pour déterminer 
t avec trois paramètres variables ou dresser un tableau de valeurs 
de t à trois entrées. Il est aisé de voir que l’abaque de la figure 2 
possède l'avantage de la suggestivité, de la simplicité et d’une 
résolution rapide sur le programme standard ou sur un tableau. 
L'avantage de l'abaque devient encore plus net s'il faut déterminer 
les variations de t'en fonction de uw, v'et w. Sur l’abaque de la figure 
2'ce problème demande quelques secondes et une simple translation 
‘de la règle. 
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À remarquer que l’abaque de la figure 2 est à résolution totale, 
i.e. chacune des variables t, u, v et w est susceptible d’être inconnue. 
Le programme standard est loin de jouir de cette propriété, quant 
à la résolution du problème inverse à l’aide du tableau, elle pose 
de grosses difficultés. 


Application des calculatrices au calcul des abaques. Le calcul 
des coordonnées des points des échelles et des champs binaires peut 


km 
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300 
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Fig. 301. Abaque approché de Tchébychev à points alignés pour la formule 
(14.16) calculé sur une calculatrice à l'aide d’un programme spécial : 


être confié à une machine. Programme standard, tableau et abaque 
peuvent être considérés comme des formes distinctes de la résolution 
à la machine. 

Les calculatrices sont particulièrement efficaces pour le calcul 
des abaques approchés qui impliquent un grand nombre d’opéra- 
tions. 


Exemple 90. L'article [85] développe une méthode de construc- 
tion d'abaques approchés de Tchébychev à échelles parallèles et champ 


binaire, représentatifs de relations à quatre variables, données par 
des formules ou des tableaux à trois entrées. La mise en œuvre de 
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cette méthode qui nécessite de gros calculs a été facilitée par la compo- 
sition d'un programme spécial pour calculatrice [97, 98]. Elle est 
appliquée au calcul des tables de fonctions impliquées dans la rela- 
tion approchée, des erreurs d’approximation et des coordonnées des 
points du champ binaire. 

La figure 301 représente l’abaque approché de Tchébychev con- 
struit par cette méthode pour la formule 


0,223 0,091) LR 
|  b+2V/1+mh 


(14.16) 


qui détermine le module du débit X dans un canal à profil en tra- 
pèze avec un coefficient de rugosité 7 — 0,020 dans la formule 
complète de N. Pavlovski pour un coefficient de Chezy C. Ici b 
est la largeur du canal au fond, m, le coefficient d’écartement des 
berges, h, la hauteur de l’eau. L'erreur relative maximale sur 
ne dépasse pas 3 % dans les intervalles de variation des variables. 
La droite en pointillé figure la solution de l'exemple numérique: 
h — 0,7 m, b —0,8 m, m = 1,5; réponse À — 34 m°/s. 


Tracé automatique des abaques. L’application des calculatrices 
au jtracé automatique des abaques ouvre une nouvelle voie à la 
nomographie. Un programme de calcul d’échelles [109] a été le pre- 
mier résultat acquis. Il se distingue par un choix automatique de 
l'échelon. On a demandé uniquement les équations des échelles et 
les intervalles de variation des variables. Cette idée a été dévelop- 
pée dans les travaux [110 à 118]. Un système de procédures a été mis 
au point pour tracer automatiquement les. éléments des abaques 
(échelles et familles de lignes) au moyen d’une imprimante alphanu- 
mérique [110 à 113] et un traceur de courbes branché sur une calcu- 
latrice rapide [110, 114 à 1181]. 

L'imprimante ne donne que les esquisses des abaques. De plus 
les échelles, familles de lignes et champs binaires sont délivrés 
sous forme de collection de points figurés par les symboles de l’impri- 
mante. L’esquisse de l’abaque est mise en place à la main en reliant 
les points correspondants par des lignes auprès desquelles sont inscri- 
tes les cotes des points respectifs. 

La construction des abaques est singulièrement simplifiée par 
l'emploi de traceurs de courbes branchés à une calculatrice. Dans 
ce cas le travail préliminaire de construction se réduit à une sélection 
du type d'abaque, au choix des paramètres de transformation et des 
fonctions arbitraires compte tenu des dimensions de l’épure, de l’er- 
reur commise sur la solution et les intervalles de variation des varia- 
bies, à l'écriture des équations des éléments de l’abaque et à la 
construction de son esquisse. Une fois en possession des équations des 


; bh + mh? 
CREER —————— 
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éléments de l’abaque, des limites de variation des variables et de 
l'esquisse, on peut entamer la composition du programme pour tra- 
cer l’abaque à l’aide d’une calculatrice rapide couplée à un traceur 
de courbes. Le programme est écrit dans le langage ALGOL-60. 
[1 renferme les équations des éléments de l'abaque, les limites de 
variation des variables, l’appel des procédures de construction au- 
tomatique des éléments de l’abaque. 

Les abaques construits avec des calculatrices rapides sont lé- 
gèrement retouchés en raison de l’imperfection des procédures de 
construction automatique des éléments de l’abaque. Les abaques 
sont ensuites reproduits au calque. 


Exemple 91. L’abaque de la figure 173 a été tracé pour la rela- 
tion 
uw? = u? + v?, 


sur les intervalles 0 < u < 3,0 < v < 4, 0 < w < 5 à l’aide d’une 
calculatrice et d’un traceur de courbes. Les équations des éléments 
sont : 
échelle u : 
Fi PE —— 0, U = 48 Fe 
échelle v: 
x = 120, y = 10 v”; 
échelle w: 
T — 77,4, YU. — 6,43 w?, 


L’algorithme est le suivant: 

begin real zx, y, u, v, w; | 

procedure w u (u, x, y); begin x: =0; y: = 18. X u: t 2 end; 

procedure we v (v, x, y); begin x: = 120; y: — 10. X vf 2end'; 
procedure we w (w, x, y); begin x: —77.1; y: — 6.48 X wÀ 
2 end ; 

nyct (1, 1, 150, — 20); 

puk (0, 3, — 1, 1, wu); puk(0, 4, I, 1, wuv); 

puk (0, 5, 1, 1, wuv); bxy (150, 200) end. 

Ici wu, uv, uw représentent les procédures de calcul des coordon- 
nées x et y des échelles u, v, et w; xyct, la procédure d'établissement 
de la plume qui sert à positionner l’origine des coordonnées; pwuk, 
la procédure de calcul et de construction des échelles; bxy, la pro- 
cédure de retrait de la plume des limites de l'épure (150 et 200 repré- 
sentent les coordonnées du point de retrait de la plume). La. construc- 
tion de l’abaque a nécessité 62 s. Le programme n’a pas prévu l'ins- 
cription des symboles des échelles attribuées aux variables. 

De nombreux abaques [43, 119 à 122] ont été construits avec des 
calculatrices et des traceurs de courbes. Une mention spéciale est 
à faire au travail [121] qui contient une série d'abaques représentatifs 
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d’un système complexe d'équations, dont la construction aurait 
été impossible sans la calculatrice et le traceur de courbes. 

La mise au point de procédures. pour la construction. automatique. 
des éléments des: abaques à l’aide d’une calculatrice et d’un. traceur 
de. courbes laisse percer de réelles possibilités d’'automatisation 
totale de la construction des abaques de divers types. Cette automa- 
tisation se traduit par: 4) la construction des abaques à la machine, 
i.e. la déduction des équations des éléments des abaques et la dé- 
termination des paramètres de transformation et des fonctions arbi- 
traires impliqués ; 2) le calcul et le dessin des abaques. Le tracé 
préliminaire de l’esquisse devient superflu. Tout en disposant de la 
formule et du type d’abaque (représentatif de cette formule), des. 
intervalles de variation des variables, de la variable de résolution 
et des limites de l’épure, on obtient l’abaque tout prêt. 

Des algorithmes et des programmes ont été rédigés pour: 

1) les abaques à points alignés représentatifs d'équations de la 
forme f1 + fa — fs, dont les supports des. variables données sont 
coniques et dont le support de l’échelle de résolution est rectiligne 
et approche le mieux une échelle métrique ou logarithmique [123] ; 

2) les abaques approchés à points alignés constitués de deux 
échelles curvilignes et d'une échelle de résolution rectiligne, repré- 
sentant une relation donnée par un tableau à deux entrées [124]; 

3) les abaques à points alignés constitués d’une famille d’arcs 
et de deux échelles parallèles, représentatifs d'équations à trois 
variables [125]; 

4) les abaques adaptés à points équidistants, représentatifs de 
la forme fi = fsa + fs [126] ; 

9) les abaques à points alignés, représentatifs du système 
d'équations f; — Af: + Bfs, fa = Chi+ Dis fs = Ffi+ Ffe 11271; 

6) les abaques à points alignés, représentatifs de la forme 
fifa + fo8a + hs — 0 1128]; 

1) les abaques à points alignés, représentatifs de la forme /; 

fs — fa, constitués d’échelles parallèles ou concourantes lorsque 
l'échelle: de résolution est proche d'une échelle métrique ou loga- 
rithmique [129]; 
8) les abaques au compas adaptés, représentatifs des formes 
fie  fas = as + fae fie + fais = fa + fo fa + fa = fs + fa (1301; 

9) les abaques à points alignés constitués. d’une famille d’arcs 
à n deux échelles parallèles pour un tableau à deux entrées 
131 

Le trait remarquable des travaux énumérés est que les program- 
mes qui ont été rédigés pour eux, moyennant quelques restrictions, 
délivrent l’apaque immédiatement après l'introduction des données 
initiales. , 

Exemple 92. La figure 302 représente un: abaque à points do 
à échelles rectilignes pour l'équation 
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Pate 


U LV D 
sur les intervalles 0,1 <u<1, 0,1 < v < 1, 0,05 < w < 0,5, 
dont l'échelle de résolution w est proche d’une échelle logarithmique. 
La droite en pointillé figure la solution de l'exemple numérique: 
u — 0,24, v — 0,55; réponse w — 0,167. L'abaque a été construit 


Fig. 302. Abaque à points alignés pour l'équation _ + - = J dont l'échelle de 


résolution w est proche d'une échelle logarithmique, construit à l'aide d’une 
calculatrice et d’un traceur de courbes selon un programme de construction 
automatique d’abaques à échelles rectilignes 


à l’aide d’une calculatrice et d’un traceur de courbes d'après le pro- 
gramme rédigé pour la relation f, + f; = f: à laquelle s'apparente 
la proposée [129]. Le texte du programme est: | 

begin 

real procedure f1 (u); f1: — l/u; 

real procedure 2 (v); f2: = 1/v; 

real procedure f3 (w); f3: = 1/w; 

array uZ[1:61 wyl1:8]; input (ul, y): 

NSp (.5, 1, ul, y, f1, f2, f3) | 
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N3p (.5, 1, ul, u, f1, f2, fä) est la procédure réalisant la construc- 
tion, le calcul et le tracé de l’abaque; ul, l'unité de stockage des 
limites de variation ; y, l'unité de stockage des chiffres représentant 
les dizaines des indices des échelles (ici les indices 74, 75, 76 cor- 
respondent à w, v, w). Dans la procédure V3p le chiffre .5 représente 
le coefficient de similitude relativement à un cadre fixe de dimensions 
250 X 200 mm, le chiffre 1 indique que l'échelle de résolution 
s'approche d’une échelle logarithmique. 

Les problèmes relatifs à la nomographie sur machine sont traités 
plus en détail dans les travaux [132, 133]. 

Notons en conclusion que les abaques qui sont l'instrument de 
calcul scientifique le plus simple, le plus économique et le plus ac- 
cessible, voient leur importance croître avec la pénétration des cal- 
culatrices dans tous les secteurs économiques. Cela s'explique d’un 
côté par le fait que les calculatrices offrent de vastés possibilités 
pour le calcul et la construction des abaques et de l’autre, par le 
fait que les calculatrices s'attaquant en principe aux problèmes les 


plus compliqués, ceux qui le sont moins sont résolus par les méthodes 
nomographiques. 


22—049 
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LISTE DES FORMES CANONIQUES 


Formes canoniques pour les abaques simples 


1. Echelles accolées : 
a) une échelle accolée : 


B=F (a), 
b) système d’échelles accolées : 
hi=fi=fs= = fn) 


2. Abaques à entrecroisement : 
a) général : 


F (u, v, w)—0, 


b) rectiligne : 


fo —f fs fs 
£a — 81 La 81. ? 


c) cartésien rectiligne ? 
fiat fogath3=0, 


3. Abaques à points alignés: 
a) à échelles pour les équations: 


fo—f - fat 
Ba 81 £3— 81 
fi+fe= fs 
fi= falgs 


fi + fo + fa = fifofs 
f1f3 + 283 + la 0, 
f1fofa + (fi + fe) £a +h3=0, 


t fi +fe 
gites ? 
ht 4 


(fig. 70), (3.1; 


(fig. 75). (3.24) 


(fig. 76); (4.1) 


(fig. 78), 4.11) 


(fig. 85). (4.22) 


(fig. 107), (6.5) 


(fig. 123), (6.11) 
(fig. 132) (6.12) 
(6.13) 
(fig. 409), (6.14) 
(6.15) 


(fig. 145), (6.16y 
(6.17) 


(fig. 108), (6.18 
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Afif2f3 + Bifofs + Bofsli + Bsfifa + Cifi + Cafe + Cafs + D=0, 
iw— Auv+ Bu+-Cv+D, (fig. 134), 
(lofife + lifi + lofo le) fs E(Mofife tr Mifi + Mofo + Ma) ga + 
Crofifo + hifs + nofa-tns) h3=0; 
b) à champs binaires : 
faa — fro E Î56— fre 


B3a — 812 856 — &12 ? RES PE E0) 


Jifsa + fa8sa + ha = 0, (fig. 139), 
CPR S (Fig. 138), 
Fi le 
fifolsa (1 + fo) aa + hga = 0, (Eig. 143), 
f _ É + fon 
: L1-F£es ? 
> f19 + f3u 
ù &12 À Esa ? 


(lofifa + lili + lofa + la) faa + (Mofifa + Mafa + Mofo À 3) Lsa + 
+ (ofife Fifi + nofa tn) h3a = 0, 


t = Auvw + Buv+ Cuw “+ Dwu+ Eu Fv+Gw+, 
Q(u, v)=v(w, 1), : (fig. 181), 
Fu, v, w)=0, (fig. 87); 
c) à contacts tangentiels et à contacts mixtes : 
F'(u, v, w)—0, (fig. 98, 102, 104); 
d) pour les systèmes d’équations : 
f3a — f19 ee Î56— f12 =. —Jnun—/ k (3.11), 
814 — 812 856 — 812 Bn-1,n—812 


a w)= 4f (u)+ Bf: (v), } 
fa )= Cfa (u)+Df (v), 
w=aj-|biu<+ cv, } 
t—a,+tbeu cv, 
w=aquviytt, | 


V4 ___ b, Co 
t—aqu v®, 


(fig. 125), 


f1 (u) + f2 Cv) = fs (w), } 
fiz Cu, v)= Ja (6), 


4. Abaques à points équidistants : 
a) pour les équations: 


(fig. 130). 


(faa — f12)? + (Laa — g12)? = (f58 — 12)? + (g56 —L12)?, (Fig. 269), 
fifsa + f28sa + aa 0, (fig. 270), 
F(u, v, w)=0, (fig. 88), 


(6.19) 
(6.20) 


(6.21) 

(6.4) 
(6.22) 
(6.23) 


(6.24) 
(6.25) 


(6.26) 


(6.27) 
(6.28) 
(8.2) 
(4.1) 


(4.1) 


(6.6) 


(6.29) 


(6.30) 


(6.31) 


(6.32) 


(12.1) 


(12.2) 
(4.1) 
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œ(u, v)=%Ÿ(w, t), (fig. 182), (8.2) 
fie = faa + fa, (fig. 204, 218), (8.20), (9.1) 
f1= {2 + la (lig. 219), (9.2) 
f1a = f2a + 34 (lig. 222), (9.3) 
fio = fs + fa (fig. 224), (9.4) 
fifa = fs + fa (fig. 224), (9.5) 
fie = sa + fs) (fig. 218), (9.6) 
fifa = fs tfatis; (9.7) 
b) pour le système d'équations : 
fo = faa + fa5 = f69 + 68 — ce =fn-o,n1tfn-e, ns (9.15) 
fa = sa + 35 = f6r + Î68- (9.16) 


9. Abaques au compas: 
a) pour les équations : 


(f3a — 12)? + (Ba — Li)? = (is — f56)* (Le — Es)? (fig. 271), (12.9) 


ao + F5 (gros Les) = faa + lo (Esas LG) (13.19) 
fie His = fas-À fac,  (lig. 210, 232), (8.25), (10.1) 
fio = fa (fig. 233), (10.2) 
fi= fa + f8 (fig. 234), (10.3) 
fie = Î3a (ig. 236), (10.4) 
fie +13 = fa (Lig. 237), (10.5) 
f12 = f3 + fan (fig. 238), (10.6) 
fit fe fat fa (fig. 239), (10.7) 
f1o = f3a + fasss (fig. 241), (10.8) 
fiat ia = fat fs (lig. 242), (10.9) 
it lo tfa= fat fs (lig. 243), (10.10) 
fie fa = as + fo (fig. 232), (10.11) 
fu tfa= fa +fs fe (fig.\244), (10.12) 
fi + fo tfs= fa fs À fo (fig. 232); (10.13) 
b) pour les systèmes d'équations : 

f59 + f1s = as + fase = .…. = În-s5, n-4 + fn-5s n-3 = /n-92» ni | fn-2, n? (10.17) 
fio tfa=fia tis= finit fn, (10.18) 
io this = as -F fac = fr8 + fa9: (fig. 246), (10.19) 
fio fa fia + fs = fit fa (fig. 247), (10.20) 

fie — 56 = Î3a — fre 
Liz = L561 | (fig. 286). (13.13) 


£3a — Be» 
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6. Abaques barycentriques : 
a) pour l'équation : 


fs = F (fiat faas Eat Sal; (114.10) 
b) pour les systèmes d'équations : 
fio + f3a = 56) } 
L12 FT 83a — B56: 
fie = fs + as } 
Lio = E36 + Bas 


(fig. 255), (11.3) 


(fig. 261), (11.6) 


fio = fa } (fig. 262), (11.7) 
lg12 = La: 
Wa = fa 5 Jar } (£ig. 263). (11.8) 


812 — 835? 
7. Abaques rhomboïdaux : 
a) pour l'équation : 
fa= EF (io + fsa + fs g10 + Esa + 66) ; (11.22) 

b) pour le système d'équations : 

fie — /56 = f3a — fre, | (fig. 267). (41.19) 

Lio — E5e — B3a — Ets . 
8. Abaques à index parallèle et en équerre : 


faa — 12 = 128 — 5e 
9 


fig. 272 et 273 12.6 
Esa — 812 £18 — 856 Gig h ) 


faa — 10 = 
= 142.7 
fe ga — Lio ? C ) 
fifoa + aa = Jolse + 856 42.8) 
fi—fo= fa — fa (12.9) 

f: Îa 
Re 12.10 
la fa ( ) 


9. Abaques à un degré de liberté de translation du transparent: 
a) pour les équations : 


fio + ls (gro as) = fa + Fe (Esar 6); (fig. 280), (13.19) 


fois fa5 À J4e (fig. 217), (8.25) 
fit fo + fat fa=0, (fig. 35), (2.2; 
fi+fe +fa=0; (2.6) 


L) pour les systèmes d'équations : 


foh-1, oh foh-1+on, 2h+an + «a, | 


Eokh-1, 2h — B2h-1+2n, 2R+o7ru (13.12) 
= {y diienss 
12 — 56 — 34 — fre 
812 — 856? ; (13.13) 


B3a — 818: 


LISTE DES FORMES CANONIQUES 349 


10. Abaques à transparent orienté : 
a) pour les équations : 


s—P(t, D(w, qp({u, v))), (Éig. 191), (3.9) 
fi2 = F (fsas 5e); (fig. 199), (8.14) 
Jia = sat fs6 (fig. 202), (8.19) 
fie = fa Tfa5 (fig. 204 et 205), (8.20) 
fie this = fa5 + fac (fig. 215), (8.25) 
f19 + fa + f56 = fa + fa fo (13.31) 
fa EF (io tfsa bises Bio + 83a +856), (13.29) 
fo FF (Gs, 819) + fa = 0, (fig. 291), (13.39) 
fi2 + S1285a + faa —=0, (fig. 293), (13.40) 
fo &io 1 
aa &sa 1|—0, ($ 14.5), (6.10) 


se S56e 1 
b) pour les systèmes d'équations: 


fio —figon, 2+2n {2h {, 2h — fon-142n. 2R+2n? 


8127 8i+9n, 2+9n —82R-1, 0h ÊË2h-{+90n, 2h+2nt (fig. 279), (13.27) 
RDS NE 
ns 10 = F5 — /11, 19: } (fig. 283), (13.30) 


12 — Es — nas — Bo, 10 — E58 — BE L15 12: 
io — 58 = 134 — fra } 


Ji2 — S56 — 534 — 78» 
f = Le 
Jo — fa = Î3a — T8 = Î58 — fo 
J12 — Sr = B3a — GS8 — L50 — B9» J 
f1o — 5 = f3a — os } 
J12—- F5 —E3a — Ece 
11. Abaques à transparent de forme générale : 


(fig. 282), (13.28) 
(13.33) 


(13.32) 


for 1, 2R =TÎ9R-149n, 2k+9n C08 P — S2n_1+0n, 2k+2n SIN PH, 
Sor-1, 2h —Î2h-1+0n, 2n+on SIN PH E08_14+9n, 2k+2n COS P+b, 
Rs 2 sain, 


(fig. 279), (13.1) 
(on, 28 — fa) (Bon 1, 28 — Eu) = 


+ (gon-t1+on, 2h+In — 61+9n, 2+2n 
k=2,3,...,n, (fig. 279), 


= (fon {ton 2h+9n — Î1+0n, 2+0n) + 
SA 
l (43.6) ct 43.7 


(For - 1, on 134) + (Bon 1, oh £3a)* = 


= 2 
= (for-1+on, 2h+on —/340n, &ton) 
2 
(Son 1+9n, 2h+92n —E3+2n, ton)" 


ESS PR RE Le 
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fi2 = 
812 — 
(faa — 112)? + (L3a — 812)? 


Î3a COS @—Eza Cinp+a, } 
f3a Sin P+- £3a COS p + b, 
= (fe — 56) + (Lis — L5e)?; (fig. 282), (13.9) 


(fig. 281), (13.8) 


faa — f12)* + (83a — 812) = (fo, 10 — 78)? (Lo, 10 — L:8)?; 


f56 — 134) + (856 — 834)? = (fi, 


aa — L12) + (834 — 812) = (fa, 
(fs — 112) + (856 — 812)? = (f13, 
(rs — 112)? + (88 — 812) = (f15, 
(56 — f3a) + (856 — La)? = (13, 
(28 — faa)? + (838 — 834) = (f1s, 


( 
(f56 — 112)? + (L56 — L12)? = (f11, 
( 
( 


Il. Formes canoniques pour 
du même type 


12 — 9, 10)? + (L11, 12 — Lo, 10°» 


12— 9, 10)? - (&11, 12 — Lo,10)?; 

14 — 9,10) + (L13, 14 — E9, 10): (fig. 284), 
16— Jo, 10)” + (816, 16 — 89, 10)?» (13.11) 
14 — f11,19)7 À (Sas, 14 — Lau, 12); 

16/11, 12)? + (815, 16 — L11, 12)? + 


fig. 283), 
12 — 178) + (811, 12 — 818) | Se 40 


abaques composés constitués d'abaques simples 


1. Abaques à cntrecroiscment composés: 


An = fn 1 (An fn 2 


(Gn_0s +++, fa (Oo, G)) .-..), (fig. 196), (8.12) 
on, 


n—3 
fn = fi fe + RE er (8.13) 
Cg— fs (Us: Ja (Gas fa (Gas fo (Has Gi)))); (fig. 195, a), (8.11) 
s= P (t, ® (w, p(u, v))), (lig. 186), (8.9) 
pu, v)= 4 (w, 1), (fig. 174), (8.2) 


fu) gi) 1 
faQ@) gg) 11= 
f(a) gla) 1 


f(a) gta) 1 
0, Î3 (w) £3 (w) 1|-=0, (Éig. 183), (8.7) 
fa G) iga(G) 1 


fo L (f3as 856); (fig. 198), (8.14) 
fie = faa +56: (Lig. 201), (8.19) 
f10 = faa + 135: (fig. 203), (8.20) 
fio-t 18 = fa5 + fac (fig. 209). (8.25) 


2. Abaques composés à points alignés : 


a) à échelles : 


f1(u) gitu) 1 f(x) g(a) 1 
fa(w) g2(v) 11=0, |fa(w) g3(w) 11=<0, (fig. 184), (8.7) 
f(a) g(a) 1! fat) ga) 1 
fit lo Î3+ fa (fig. 146), (6.35) 
fa-rfe= falas (lig. 147), (6.34) 
fiv foie fals) (fig. 148), (6.35) 


fifo + £o— Jala (fig. 149); (6.36) 
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b) à contacts langenticls : 


Lg f5 (As, fa (Gas fa (Os, fa (As Qa)))): (lig. 195, b), (8.11) 
s—P(t, D(w, q{u, v))), (Fig. 192), (8.9) 
pu, v) = (w, 1), (fig. 180); (8.2) 


c) à champs binaires et familles de lignes: 


12 (us Co) Brio (Ai Lo) À \ 
Îga (Or Da) Baa (y, a) 1 |[—0, | 
fs (&, 5) gs (&, 5) 1 

t  Gig. 185), (8.8) 


f (&, C5) g5 (G 5) 1 
for (O6 Ar) Bo (Gers A) 4 1 | —0, 
fso (Os Lo) so (Aus An) À ) 
fsa— io _ fie — ss (12.6) 
S3a — 812 Bis — E56 ? 
je = 4 he. (12.7) 
S3a — L12 ? 
fifa + Laa — Jof56 + 856: (12.8) 
f19 + 13 = /a5 + ao (Lig. 212 et 243), (8.25) 
Ag = f5 (5: fa (Gas fs (Ugs Jo (os A)))), (fig. 195, c), (8.11) 
s—P(t, D(w, p{u, v))), (Fig. 193), (8.9) 
fi 51 sl 
E £a 11—0; (fig. 151), (6.58) 
F(fsa)  G(fsa) 1 
fi fo = f34) (6.61) 
fiofa + faga ha 0, (6.62) 
fiofs Haas +5 —=0, (6.63) 
fiofas | fa8a5 + as = 0, (6.34) 
fi2/56 + f3a856 + 56 = 0, (6.65) 
fa fa a da 
== (6.06) 
fa La Tr £a 
l'(u, v, w)=0, (Lig. 89). (4.1) 
3. Abaques composés à points équidistants : 
fist fs, n = 34 + /56+ +4 + fn», n— 1? (9.24) 
fiat fie faa À J56) (9.25) 
A5 (Qss fa (us fa (Has fa (Mes K)))), (fig. 195, d), (8.11) 
s—P(t, PD(w, qu, v))), (fig. 194), (8.9) 


F(u, v, w)—0, (fig. 90). (4.1) 
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4. Abaques au compas composés : 
fiat fais + fas +8 ee fs na tfnes,n-3=, 
—Jn-2, nai Tin 2, n°? (10.21) 


fie + fis + as + fac = fa8 + res (Tige 248). (10.22) 
5. Abaque barycentrique composé : 
fi = (fie + fsa + fs6s Sie + sa 85e). (11.22) 
6. Règle à plusieurs curseurs : 
fitfo tfat ee +fn=0. (2.1) 


[LI. Formes cononiques pour abaques composés constitnés d’abaques simples 
de type divers 


« « 


{. Abaques composés à points alignés et abaques à entrecroisement t 


fi 81 1 
fa 82 1 |=0, (fig. 150), (6.58) 
F(f3a) Ga) 1 
fi+fa= fsàs (6.61) 
fiofa tags +ha=0, (6.62) 
fiofs + f3a8s + hs —=0, (6.63) 
fiofas + fagas + has = 0, (6.64) 
frofse + fsaSse +56 0, (6.65) 
ne (6.66) 
Jia = F (faas fs8)e (8.14) 
2. Abaque composé à points équidistants et abaque à entrecroisement: 
fio = F (fa f5ç)e (8.14) 
3. Abaques composés à points alignés et à points équidistants : 
fie = fat false + £5e, (fig. 276), (12.16) 
f1 $1 1 
fo £2 1|—0, (6.58) 
F(f3a) G(fsa) 1 
fi + fa = fa (6.61) 
fiofa + f3ga ha =0, (6.62) 
frofs + faags +h5 = 0, (6.63) 
fiofas + fa8a5 + has = 0, (6.64) 
f12/80 + faa85e + h5g — 0, (6.65) 
12 = fa fa (6.66) 
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4. Abaque composé à points alignés et au compas : 
fie + 13 = la + {5er + 8er (fig. 277). (12.18) 
9. Abaque composé à points alignés et abaque bar ycentrique : 
56 — {343 + fo = RER (fig. 274). (12.12) 
856 — sa 812 818 — &3a i É1e 
6. Abaque composé à points alignés et abaque rhomboïdal : 
fa8— f56 — Jsa fie _ fo, 10 — 56 — faa tr Jia 
Be — 858 — Ba T 812 89,10 E56 — Ba F 81e 
. Abaque composé à points équidistants et au compas: 


fi2 = Ja — Î35 + fon + f68 (fig. 278). (12.20) 


, (fig. 275). (12.14) 


1] 


23—049 


LISTE DES RELATIONS NOMOGRAPHIQUES 


4. Echelles accolées : 


p— 1,4072,142 (ig. 71); 
3 8 
t— 9,81 SE (fig. 74). 


2. Abaques à entrecroisement : 
a) pour les équations : 


HU (fig. 82); 
cs? RS Vn-0,18-0,75VR(VA-0,1) (fig. 84); 
ui + v (eW— 1) — wew — 0 (fig. 86) ; 


b) pour le système d'équations : 
v—F(u,i,a), . - 
V L : 
Da) (fig. 115-117); 
où &œ— const 


c) composé : 


p 
= | = . 
(A+ » sin? a) V/ 1—EÆ? sin? a . 299). 


U 


3. Abaques à points alignés : 
a) à échelles pour les équations : 


uw + v (eW—1)—wev—0 (fig. 1); 

D fig. 444) : 

4 0 4 A | 

+= (fig. 122, 302); 

P =50+ 0,75 (T — 150) +0,25 (4 — 20) (fig. 124) : 
vi,37 : 

A= 0,081 se (fig. 133) ; 

w— —0,OQ2uv+0,72u + 51v-+870 (fig. 137) ; 


wi=u?+u? (fig. 172, 173) ; 
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4V/1Em2—9m 
1—V 1—(1—80/100) 
table à deux centrées 


B= —2 VV 1+mi+ 


b) à échelles pour le système d'équations : 


nn 
PT Sr ? 
nude 
"ah 
€) composés à échelles à double alignement : 
B 
5— 100 log x — Ax 


log x 


o 
z= | er 
) (1+xzsin?a) V/1—k2 sin? « 


d) à champs binaires pour les équations : 


Hi. Log (w--t) 
wW—t—1 
B= Aa? 


C = Ap (z, L)-|- q (z, l}; 
où p(z, l)=6,46-10-127z4,75 + 0,912, 
2,39-108  8,51-104 e 394 101 
PR re + | 13 TE) 
table 24 à trois centrées 


$C = 100 fi RVo 25 Ve+0,13+0,75 VR( Vn-0,1) 


K = 50 (bh + mh?) (—— 
b--2h V 1--m? 


e) à champs binaires pour les systèmes d'équations : 


H = y + sq}, À 
H=F (Q) 


v=F(u,t, @), 
v— ® (u, w, &) 


f) à contacts ponctuels et un contact tangenticl : 
c=+ R5Vn-0,18-0,75VR(Vn-0,1) 
n 


Q—={(bh+ mh?) v, 
v=CV Ri, 


4=b+2h1/ 1+m?, 
293% 


0.°23-0 1 / 
Dh mh? ) | b+2hV1+m? 


(fig. 296) : 


(fig. 298); 


({ig. 128) ; 


(fig. 295) : 


(fig. 300) : 


(ig. 2); 


(fig. 65); 
(fig. 140) ; 


—— +0,625 (1— 1000) 


(fig. 141); 
# (lig. 297); 


(fig. 301); 


(Lig. 63) : 


(fig. 119); 


(fig. 105); 


(fig. 131), 
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où 
_ bh+ mh? 
b+ 2h V/ 1m? 


Get R5Vr-0,13 -0,75VRÇVR- 0,1) 


mé 
m—0, n—0,015, b—=0,5 m. 


à. Abaques à points équidistants : 
a) pour les équations : 


P = 50+ 0,75 (1 —150)-L 0,25 (4 — 20) 


t— — 0,O2uv + 100viw - Juw — 1 ,17u + 300 — 9400w + 2844 


AP=1LF(Q, d), 


F(Q, d)=1,21 our Q < 0,808d, 


Q 
sn 


F(Q, d)=1,58 =—— Sa pour 0,808d < Q < 1,624, 


ds 45,333 


(fig. 220, 221); 
(fig. 223); 


(fig. 225): 


0,25 O2 
F (Q, d)=5,11 (+0, 0274 +) ® pour Q > 1,624 


Q dÿ 
be uen, ue 
aQ? A (1+ mer) TÊr 
9,814 1+2mncer 


As = it A+ As + A4 
b) pour les systèmes d'équations : 


M = bxR (ho — 0,52), 
RaFa == brlit, | 
z <0,55k 


d= AT Fe (0,25d)237+1,25Vd-0,375 Va(Vn-0,1) 


Q—=0,25nd?v 
€) composé : 
Up = Fo + Da + + + 


5. Abaques au compas : 
a) pour les équations : 


P=50+0,75 (T —150)+ 0,25 (A — 20) 
= 0,6,,0,3,,0,9 
v=2,ou; Us’ Us 


Lg = Xi + De + As + tas 
b) composé : 


Ag —Q FO +Aat+oa +a + Far + 


(fig. 226) ; 


(£ig. 3); 
(fig. 227); 


(fig. 228): 


(fig. 264): 


(fig. 2341). 


(fig. 235) ; 
(fig. 240); 
(fig. 245): 


(fig. 249). 
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6. Abaques barycentriques : 
a) pour l'équation : 


L=0,73 kim: = log ns _— 


— 0,73 (ms+ m1) Log — ——— — 


st 


— 1,9 (mi — ms) k; = ke } lo ons 


ki+ks kymi 
b). paur les systèmes d'équations : 
v—C7V Ri, 
Q =, 


c=+ n25Vn-0,13- TS VR(VR-0,1) 


w=— d? [0,25 arccos (1—2n)—(0,5— 1) J/n—n°?], 


0,25 arccos (4—21)—(0,5— 1) 1/1 — 1? 
arccos (1 —2r) 


= _— (0,25 2"37+ 12 25 Vd-0,375Va(Vn-0,1) 


Q— 
7. Abaque rhomboïdal : 


RE ER 


8. Règles à plusieurs curseurs : 


« 


a) à un curseur : 


P = 50+0,75 (7 —150)-1- 0,25 (A— 20) 


184 
DT po,210,1860,85 
b) à deux curseurs : 
_ C'ptù Ds9,75 
7 150 000 


c) à trois curseurs et une famille de lignes constantes : 


_aQ? (bher + mh£) 
9,81 b+2mher 


9. Abaques à transparent orienté : 
a) pour les équations : 


v= À — 


v=utvt ++ C 


uv 


357 


(fig. 265) 


(fig. 200); 


(fig. 


(£ig. 


(fig. 
(fig. 


(ig. 


268). 


41) ; 


44) ; 


47) ; 


(fig. 51). 


(fig. 287): 


(fig. 288). 
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b) pour les systèmes d'équations : 
M = bzRt (ho —0,5&), 
RaFa—=brRt, | (fig. 289) ; 
zx <0,95h 


Vi R25V+0,37-0,75 VR (Vi 0,1) 
n : 


— 


0,25 arccos (1—2n) —(0,5— 1) V/ n— 1 


\ 
Q= d?v [0,25 arccos (A4—2n)—(0,5— 1) V n—n°l, | (fig. 290). 
arccos (1 —2) | 


R=d 


INDEX ALPHABÉTIQUE 


Abaque 

— approché 325, 326 

— — de Tchébychev 362 

— barycentrique 256-276, 259, 318 

— — en chaîne 272 

— —, champ central 258 

— —, champs extrêmes 258 

— — composé 272 

— —, échelle extrême 269 

— cartésien 78 

— — rectiligne 83, 84 

— — — approché 107, 109 

— au compas 205-207, 211, 234-256, 
280, 281, 287, 288, 300 

— — — adapté 211, 234-256, 281, 
287, 288, 318 

— — — adapté composé 253-255 

— — —- adapté, forme canonique 
205, 234 

— — — général 207, 280, 294 

— composé 7, 284, 326 

— — à points alignés 90, 117, 120, 
121, 162-166, 190, 194, 195, 209, 
283 

— — à points alignés au compas 287 

— — à points alignés à contacts 
tangentiels 189, 195, 197 

-- — à points alignés à double aligne- 
ment 90, 162-166, 189, 191, 
195 

— — à points alignés à double aligne- 
ment à échelle 190 

— — à points alignés à double aligne- 
ment à échelle muette 162, 163, 
189, 208, 283 

— — à points alignés à double aligne- 
ment géné al à quatre champs et 
une famille de lignes 190 

— — à points alignés à entrecroise- 
ment 121, 165, 166 

-- — à points alignés et équidistants 
90, 287 


Abaque approche à points alignés à 
plusieurs alignements 162, 194, 197 

— — à points alignés à points fixes 
et familles de lignes 90, 196, 197 

Abaque à un degré de libcrté de 
déplacement du transparent 34-43, 
48, 210, 296-301 

— à un degré de liberté de déplacc- 
ment du tr nsparent, répétition des 
variables auxiliaires 306 

— dual 94 

—— à entrecroisement 74-114, 165-166, 
186-211 

— — — en chaîne 196, 198 

— — — composé à quatre variables 
186-188 

— — — composé à quatre variables, 
approché 188 

— — — compo:é à quatre variables, 
rectiligne 180, 190 

— — — composé ramifié 499, 205 

— -- — constitué de deux familles 
de droites ct une famille de courbes 


— — — constitué de trois familles 
de droites 94 

— — — constitué d’une famille de 
droites et de deux familles de 
courbes 94, 97, 98 

— — — général 74, 94, 96 


— — —, méthode de construction 
analytique 75 
— — —, méthode de construction 


synthétique 75 
— — — rectiligne 76, 94, 100, 114, 
115 
— — — rectilignce approché 108-114 
— fractionné 318 
— à index en équerre 283, 284, 296 
— à index parallèle 207, 208, 281-283 
— à index parallèle, général 208, 
281-283 
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Abaque à points alignés 56-64, 68, 


88-89, 92-166, 179-185, 189-192, 
194-196, 208, 283-287, 293, 294, 
318, 330-332 


— — — — à champs binaires 56-64, 
97, 114 117, 119, 147-153, 157, 
159, 162, 166, 189-192, 194, 195, 
197, 208, 283 

— — — — à contacts tangentiels 

(simple) 94-99, 115, 137-140 

deux échelles concou- 
rantes rectilignes et à champ 56, 
07, 09-64, 147 

— — — — à deux échelles parallè- 
les et à champ 148-153 

— — — — à deux échelles parallè- 
les et une échelle cur viligne 104-111, 
121-125 

Abaque à points alignés 

deux échelles recti- 

lignes concourantes et une échelle 

curviligne 102, 121 

échelle simple 4100, 
117, 118, 121-137, 140-147, 154- 162 

— — — — à échelle simple, forme 
canonique 116, 117 

— — — — à échelles rectilignes con- 
courantes 125, 126, 182-185 

— — — — à trois champs 59, 60, 
88, 96, 97, 102, 115-118 

— — — — à trois champs, 
canonique 59, 116, 117 

— — — — à trois échelles parallè- 
les 127-130, 143, 182, 183, 256 

oint fixe, champs et 

échelle (simple) 88, 89, 115, 166, 

189, 190, 325 

pour une équation 117, 
121-131, 140-166, 179-185, 189- 192, 
194- 196, 208, 283, 284 

PRE pour une équation d'or- 
dre nomographique trois 118, 120, 
156, 159 


— — — — à 


— — — — à 


forme 


— — — — à 


— — _ —  — 


pour un système d'équa- 
tions 958, 117, 124, 130-140, 293, 
294 

— — — — pour un système d'équa- 
tions, forme canonique 58, 116 

Abaque à points équidistants 202-204, 
212-233, 241, 245, 265-268, 277-279, 
287, 288, 318 

— — — — adapté 204, 212-233, 241, 
245, 265-268, 279, 287, 288 

— — — — adapté, forme canonique 
202, 212 

— — — —, champ des centres 203, 
271 


Abakue à points equidistants champ 
des intersections 203, 

— — — — composé 90, 195, 229-233 

—— — — — composé à champs des 
intersections communs 231 

— — — — composé à champs des 
intersections et des centres com- 
muns 230 

Abaque à points équidistants 

— — — —, échelle des centres 215, 


220 

— — —- —, échelle des intersections 
215, 220 

— — —- — général 90, 203, 204, 277 

— — —- — général, forme canonique 
277 

— — —- — à points fixes 89-90, 
189, 196, 197, 279, 280 


— — —- — pour la forme de Cauchy 
à champ 278 

— — — —, transparent 204 

à résolution totale 75, 243 

rhomboïdal 272-276, 286, 302, 310 

à une rotation du transparent 300 

simple 7, 325 

— à points alignés 117 

à système d'’échelles accolées 73 

— à une translation du transparent 
34-42, 48, 210, 296-299 

__ à une translation du transparent, 
transformation en abaque au com- 
pas 300 

— à transparent orienté 68, 194, 
199-201, 204, 208-210, 296, 301-316, 
318, 331 

— à transparent orienté représentatif 
de relations à plusieurs variables 
complexes 306 

— à transparent orienté, répétition 
des variables auxiliaires 306 

— à transparent orienté, transforma- 
tion en abaque rhomboïdal 302 

Abaques à points alignés et bary- 
centrique 285 

— — — — et au compas 287 

— — — — et rhomboïdal 286 

Application orienté du transparent 204 

Approximation de Tchébychev d’une 
fonction logarithmique par une 
fonction puissance 68 

— — — d'une fonction d’une, de 
deux et de trois variables 64-68 


RE 


Canevas de probabilité 16 

Case tabulaire 

— — à deux entrées 143, 151 
— — — trois entrées 151 
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Champ binaire 7, 13 

— —, alignement des données em- 
piriques 63, 64 

dissociation des familles de 
lignes 315, 316 

— —, équations 13 

— — rectiligne 67 

— —, tracé 14 

Compas à trois pointes 261 

Construction 

— d'échelles et de champs binaires 
par la méthode d'’intersections 106- 
107, 110, 114, 125, 132, 135, 136, 
146, 152, 153 

— d’esquisses d’abaques à l’aide d’une 
imprimante 333 

Contact 

— double 211, 291 

— ponctuel 291 

— simple 205, 291 

— tangentiel 291 

Contacts tangentiels 

— — dants les abaques 94-100, 121, 
137-140, 151, 189, 195, 197, 291-292, 
308-310 

, lien avec les extrémums des 
relations 96, 97, 292, 310 

— — mixtes 99 

— —, tracé des lignes d’après des 
exemples 96, 99, 137-140, 189, 194 

— — utilisés dans la résolution des 
problèmes d'’extrémuims 96, 97, 
149-151, 292, 308-310 

Courbe duale 92 


Directrice 194, 201 

Directrices 73, 194 

Disposition de la clef 330 

Droite 

— de l'infini 173, 175, 178, 208 

— représentative d’une ne dans 
un champ binaire 56, 59, 62, 64, 
115 

— résolvante 57, 94 


Ecartement résolvant du compas 300 
Echelle 11 

— arithmétique 15 

— binaire 165-166 

—, canevas 37, 46 

—, équation 11. 

— fonctionnelle 15, 33, 71 

—, graduation {2 

—, graduation approchée 33 

— logarithmique 15, 20-27 


‘cheille logarithmique, canevas 23, 
ve 


— —, module 22 
—, périodicité 21, 22 

— métrique 15, 17-20 

— —, canevas :8, 39, 132 

— —, module 17 

—, module 15,. 17 

— muette (ou constante) 162, 189. 
208 

—, problème direct 12 

—, problème inverse 18 

— projective 15, 28-33, 144, 152, 283- 

Echelle 

— des puissances 15 

— quadratique 15 

— rectiligne 19 

— régulière 15 

— de résolution 36 
—, sens 11, 36 

—, support 41 

Echelles des règles logarithmiques 23: 

Echelon 11, 21, 147 

Eléments de l’abaque 7 

Emploi 

— des abaques pour le choix des. 
paramètres de formules empiriques: 
02, 03, 62, 294, 306-310, 318 

— — — pour le choix des para- 
mètres de formules empiriques du 
type produit de puissances 52-59, 
62, 64 

— — — dans les problèmes d’inter- 
polation 294 

— des calculatrices pour le calcul des: 
abaques 330, 333 

— — — et des traceurs de courbes. 
pour la construction des abaques. 
15, 330, 332 

Equation 

— complète d'ordre nomographique: 
quatre 119, 157-160 

— — — — — à champ 120, 159 

— — — — trois 4118, 120 

— de Soreau 119, 155-160, 162 

Erreur 

— d'approximation 108, 318 

— de calcul introduite par une échelle: 
logarithmique 27, 28 

— géométrique 17, 27, 28 

— d'utilisation d’un abaque 317, 318 

Extrémums d’une relation 96, 292 


Faisceau de droites équidistantes 32 

Famille 

— de droites horizontales directrices 
194 


362 


Famille logarithmique de droites 
parallèles 25, 26, 82, 108, 187 
-— régulière de droites parallèles 20 
lonction homographique 15, 29, 37 

Fonds d’un abaque 34, 194, 289 

Forme 

— de Cauchy 83, 84, 103, 119, 120, 
122, 123, 127, 140, 161 

— — — à champ 119, 120 

— — — — — , Variante 97, 
147, 148 

— —, variante 103, 118 

| Clark 119, 154-157 

— — — à champ 119, 120, 157 

— de Soreau 119, 161-162 

— — — à deux champs 120, 162 

— — — à un champ 119, 162 


119, 


‘Graphe 

— d'une fonction dans un 
binaire 49, 64, 67, 68 

— rectiligne d'une fonction dans un 
réseau cartésien 50, 70 

_— — — — — — — logarithmique 
50, 51, 67-70 


champ 


Ilomologie 171, 173-183, 208, 283 
—, axe 173-183, 208 

—, centre (pôle) 173-183 

—, formules 177-179, 185 

—, points homologues 173-184 


Interpolation 
— nomographique 294 
— à vue 12 


Ligue 

— cotée 13 

— polygonale résolvante 196 

Lignes d’égales erreurs 64 

Liraites de variation complètes et 
incomplètes de la variable de ré- 
solution 122, 318 


Nomographie 7 


Papier 

— en coordonnées polaires 16 

— fonctionnel 16 

— Jlogarithmique 16, 23, 25, 50-51, 
04, 99, 78 
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Papier semi-logarithmique 16, 20, 


— sinusoïdal 16 

Paramètres de transformation 71 

Plan mobile 

—— — d'un abaque 34, 194 

— — opaque 303 

Point 

— coté 11, 12, 13 

— fixe comme élément de l’abaque 
37, 38, 43, 89 

— à J'infini 173, 175 

— résolvant (ou de résolution) 75, 
94 


Points homologues 173 

Pôle 173 

Positionnement des échelles et des 
champs d’après un exemple numé- 
rique 36, 40, 42, 214, 216, 275 

Précision des réponses 317, 318 

Principe de dualité 90, 108, 114 

— — — en nomographie 94 

Problème 
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